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L A COLUMNA DE M ATEM �ATICA COMPUT A CIONAL

Secci�on a cargo de

Tom �as Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta,
en cada uno de los n�umeros de La Gacet a, alguna cuesti�on ma-
tem�atica en la quelos c�alculos, en un sentido muy amplio, tenganun
papel destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna
(sin otros m�eritos que su inter �es y sin otros recursos que su mejor
voluntad) quisiera contar con la colaboraci�on de los lectores,a los que
anima a remitirle (a la direcci�on quese indica al pie de p�agina1) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE N �UMER O : : :

el profesorde la Universidad de Cantabria, Luis Manuel Cruz Orive, con-
tribuy e con un extensoart��culo en el que sepresentan, al p�ublico de La Ga-
cet a, los fundamentos de la Estereolog��a.

Como el mismo autor reconoce al �nal del art��culo, no ha sido f�acil con-
seguir que este trabajo se escriba y se difunda en La Gacet a. Me cabe el
honor y la suerte de haber culminado con �exito una invitaci�on que inici�o Jos�e
Luis Fern�andez P�erez hace cinco a~nos y que reiter�e yo a su autor hace uno,
precisamente con el �animo de dar a conocer un campo de las matem�aticas
computacionalestan desconocido en Espa~na y en el que, graciasa Luis y a sus
colaboradores,destacamostanto.

La triste circunstancia del fallecimiento de Santal�o y la participaci�on de
Cruz Orive en el acto de homenaje al maestro Santal�o organizadoen Gerona
el pasadonoviembre, fueron decisivas para conseguirque Luis Cruz dejara a
un lado sus ocupacionesdiarias en la investigaci�on y distra jera alg�un tiempo
para plasmar, por escrito y en extenso,las ideasque present�o en aquel acto.

Adem�as de agradecerlea Luis Cruz Orive el esfuerzorealizado le pido
disculpas, desdeaqu��, por mi atrevimiento al insitir en se~nalarle las pautas
editoriales de La Gacet a (estilo divulgativ o, tip olog��a del lector, etc.) y por
mi insistencia,a lo largo de estos�ultimos meses,hasta conseguirel manuscrito.

Espero que el lector de La Gacet a convenga conmigo, tras la lectura
del art��culo, que la tarea ha merecido la pena, porque el resultado ha sido
realmente espl�endido.

1Tom�as Recio. Departamento de Matem�aticas. Facultad de Ciencias.
Univ ersidad de Cantabria. 39071Santander. recio@matesco.unican.es



470 LA COLUMNA DE MATEM �ATICA COMPUT A CIONAL

Estereolog ��a: Pun to de encuen tro
de la Geometr ��a In tegral, la Probabilidad y la Estad ��stica.

En memoria del Profesor Luis A. Santal�o (1911{2001)

por

Luis M. Cruz-Oriv e

RESUMEN

La Estereolog��a es una ciencia multidisciplinar que dicta reglas de mues-
treo geom�etrico para estimar cantidades de�nidas en objetos espaciales(como
estructuras biol�ogicaso minerales) tales como vol�umenes,n�umero de c�elulas,
poroso inclusiones,super�cies, longitud de �bras, �lamen tos o dendritas neu-
ronales, etc. Al necesitar la contribuci�on de la Geometr��a Integral, la Proba-
bilidad y la Estad��stica, y cubrir m�utiples aplicaciones,es imposible abarcar
todos los aspectosde la Estereolog��a en un solo art��culo. Por razonesde gusto
personal,por ir el art��culo dedicadoa la memoria del ProfesorLuis A. Santal�o,
y por contar La Gacet a con numerososlectorescon conocimientos de Geo-
metr��a Integral y Probabilidad, noshemosdecantado por explicar brevemente
c�omo la Estereolog��a nace de la fusi�on de ambas disciplinas. Pero quiz�as, la
motivaci�on principal es sugerir que pasemosel art��culo a nuestros alumnos,
puesde su vocaci�on y energ��a dependela transmisi�on del hermosolegadodel
Profesor Santal�o.

1 INTR ODUCCI �ON

1.1 CONCEPTO Y MOTIV ACI �ON

No es dif��cil concebir un m�etodo para estimar el volumen de una patata
pero, >esobvio c�omo estimar su super�cie? En la corteza cerebral humana
hay unas20� 109 neuronas.>C�omo seconoce esta cifra? (>Habr�a alguien que
las haya contado todas?) En 1 mm3de m�usculo s�oleo hay alrededor de 1.5 m
de capilares sangu��neos (de unas 6 � m de di�ametro)... (>c�omo se puede me-
dir todo esto?). Los m�etodos estereol�ogicosest�an consideradoscomo los m�as
e�cientes, a menudo los �unicos de que sedisponepara estimar sin sesgocanti-
dadesgeom�etricas {como volumen, super�cie, longitud de t �ubulos o dendritas,
n�umerodepart��culas,c�elulasu org�anulos enun compartimento acotado,carac-
ter��stica de Euler-Poincar�e (o conectividad) de una estructura, etc.{ a partir
de seccioneso proyeccionesdel espaciode referencia.Cuando en 1963sefunda
la Sociedad Internacional de Estereolog��a, (International Society for Stereo-
logy, ISS), (Haug, 1987;Weibel, 1987), el t�ermino `Estereolog��a' (derivado del
griego �̀ � ��� �o&' = s�olido) se de�ne como `la ciencia de la interpretaci�on tri-
dimensional de im�agenesbidimensionales'.Desdeentonces, la Estereolog��a se
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ha convertido en un campo de investigaci�on s�olidamente asentado en la teor��a
del muestreogeom�etrico, siempreinspirado en las aplicaciones,y hoy seconci-
be con m�as generalidadcomo muestreogeom�etrico e inferencia estad��stica en
espaciosde dimensi�on arbitraria {e incluso en espaciosno eucl��deos(Santal�o,
1995;Gallego, 2000){ aunqueesto est�a a�un poco desarrollado.Para una revi-
si�on informal v�easeCruz-Orive (1997), que se puede completar con Karlsson
& Cruz-Orive (1997), Stoyan et al. (1995) y Jensen(1998). Para una intro-
ducci�on elemental con �enfasiseminentemente pr�actico v�easeHoward & Reed
(1998).

Como caracter��sticas b�asicasde la Estereolog��a cabe destacar:

(a). La metodolog��a es esencialmente estad��stica, basadaen muestras rela-
tivamente peque~nas obtenidas a partir de la intersecci�on del objeto de
inter�es con una sonda geom�etrica de propiedadesconocidas. Por tanto,
la Estereolog��a no requiere la reconstrucci�on de objetos.

(b). No serequiereninguna condici�on fuerte en cuanto a la forma del objeto
{p or ejemplo, no esnecesarioaproximar c�elulas o part��culas por esferas.
Si setrata de objetos acotadosbasta con que su medida seaacotada (es
decir, sedescartanpor ejemplo los fractales, aunquela teor��a correspon-
diente no est�a muy alejada de la Estereolog��a).

(c). En la Estereolog��a por dise~no el objeto se supone no aleatorio, y es
necesariocontrolar el mecanismoaleatorio que gobierna la posici�on y
orientaci�on de la sondapara que la estimaci�on seainsesgada.�Esta es la
Estereolog��a que seaplica a objetos acotados,especialmente en Biocien-
cias. Cuando la replicaci�on de sondasno es problema, la insesgadezes
m�as importante que la precisi�on, ya que �esta �ultima sepuedeaumentar
inde�nidamente aumentando la intensidad del muestreo.En la Estereo-
log��a por modelo el objeto seconsideracomo una realizaci�on de un con-
junto aleatorio cerrado, (`random closedset', `RACS', v�easeStoyan et
al., 1995) normalmente estacionario (es decir, invariante con respecto a
translaciones);en estecasola posici�on de la sondapuedeser arbitraria.
Si el conjunto aleatorio esadem�as is�otropo (es decir, invariante con res-
pecto a rotaciones) entocesla orientaci�on de la sondatampoco afecta a
la insesgadezde la estimaci�on. La Estereolog��a por modelo est�a directa-
mente relacionadacon la Geometr��a Estoc�astica, y es �util sobretodo en
cienciasde materiales,dondelos objetos queseanalizanen el laboratorio
suelenestar limitados por cortes arti�ciales (como en un trozo de roca)
y no por fronteras naturales (como en un cerebroo un pulm�on).

(d). El An�alisis de Imagen es un disciplina subsidiaria destinada a facilitar
la observaci�on y medida autom�aticas de im�agenesde secciones.La Este-
reolog��a seencargade que el muestreoseaadecuado.

El car�acter interdisciplinario de la Estereolog��a serevelaen lasActas de los
congresosde la ISS, que secelebrancada dos a~nos desde1961.Una lista par-
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cial de cienciasbiom�edicasque utilizan la Estereolog��a incluye la Anatom��a,
Fisiolog��a, Neurociencias, Patolog��a y Toxicolog��a, as�� como la Bot�anica, la
Tecnolog��a Forestal, la Radiolog��a, y las cienciasde la alimentaci�on. Entre las
�areasno biom�edicasdestacanla Edafolog��a, F��sica, Metalograf��a, Mineralog��a,
Petrograf��a, y cienciasde materiales en general {y en cierta medida la Geo-
graf��a, Geof��sica y Astronom��a. Aunque a priori pudiera parecer inveros��mil,
todas estasdisciplinas comparten tip os de problemas que s�olo se pueden re-
solver por m�etodos estereol�ogicos.

1.2 NOTAS HIST �ORICAS

En sus or��geneslos cient���cos que desarrollan la Estereolog��a obtienen
resultadosparcialesutilizando m�etodosad hoc. Por ejemplo,el ge�ologofranc�es
August Delessedescubreque la fracci�on de volumen de un mineral en una roca
coincide con el valor medio de la fracci�on de �area del mineral en una secci�on
de la roca, (Delesse,1847). M�as tarde, el ge�ologo ruso A.A. Glagolev propone
estimar el �area de una �gura plana contando los puntos de una rejilla regular
que intersectan la �gura (Glagolev, 1933), etc.

Paralelamente, la Probabilidad Geom�etrica {nacida mucho antes a partir
del celebradoproblema de la aguja resuelto por el naturalista franc�es Geor-
ge Louis Leclerc, Conde de Bu�on (1707{1788), (Bu�on, 1777;v�easeMiles &
Serra, 1978y Fig. 1){ se desarrolla a lo largo del s. XIX y principios del XX
gracias a Pierre Simon de Laplace (1749{1827), Morgan W. Crofton (1826{
1915),Henri Poincar�e (1854{1912),Robert Deltheil (1890{1972),etc. A partir
del s. XX surgela Geometr��a Integral como fundamento s�olido de la Probabi-
lidad Geom�etrica. Partiendo de la obra clave de Elie J. Cartan (1869{1951), la
escuelade Wilhelm J. E. Blaschke (1885{1962)en Hamburgo irradia una gran
in
uencia a trav�esde susdisc��pulos, entre los que seencuentra el matem�atico
hispano-argentino Luis Antonio Santal�o Sors(1911{2001),(Fig. 1). Cabe tam-
bi�en destacaral matem�atico suizoHugo Hadwiger (1908{1981),creadordeuna
escuelarelativamente independiente (Debrunner et al., 1982).

Salvo contadas excepciones, la Probabilidad Geom�etrica y la Geometr��a
Integral se desarrollan obedeciendoa un inter�es puramente matem�atico, al
margen de aplicaciones concretas. Que nosotros sepamos,la primera obra
integradora de ambas disciplinas con referencia a aplicacioneses el valioso
libro de Kendall & Moran (1963). No obstante, la Estereolog��a contin �ua desa-
rroll�andosemuy lentamente al margende dichasdisciplinas matem�aticas hasta
los a~nos 1970.El nexo de uni�on esobra del matem�atico anglo-australianoRo-
ger E. Miles (1935{), disc��pulo de Patrick A.P. Moran (1917{1988), (segundo
autor del citado libro). En marzo de 1977,Ewald R. Weibel (1929{), Director
del Instituto de Anatom��a de la Universidad de Berna, organiza un Curso de
Estereolog��a e invita a R.E. Miles, el cual, motivado por los problemasreales
planteados en el curso, ejerce una gran in
uencia con una serie de trabajos,
varios de ellos escritos con su alumna Pamela J. Davy, (Davy & Miles, 1977;
Miles, 1978;Miles & Davy, 1976,77). En junio de esemismo a~no 1977secon-
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Conde de Buffon (1707-1788) Problema de la aguja (1777)

Luis A. SantalÞ (1911-2001) Teorema de redes uniformes

Figura 1

memora en Par��s el 200 aniversario de la publicaci�on por parte de Bu�on del
citado problema de la aguja (Miles & Serra, 1978). Dichas reunionesy otras
posteriores,congresos,cursospatrocinadospor la ISS, etc., van conformando
un grupo de investigadores(Fig. 2) que sigue contribuy endo al desarrollo de
la Estereolog��a.

1.3 V ISIT A OBLIGAD A AL PROBLEMA DE LA AGUJA

El problemade la aguja deBu�on esnotable porque,siendoel m�asantiguo
que se conoce sobre Probabilidades Geom�etricas, encapsulael esp��ritu y la
esenciade la Geometr��a Integral y la Estereolog��a.

El problema sepuedeenunciar as�� (Fig. 3a): \Se lanza al azar una aguja
o barra delgada de longitud l sobre un entarimado cuyas juntas son rectas
paralelasa una distancia h > l. Calcular la probabilidad de que la aguja corte
a una de las rectas".
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Figura 2

Bu�on resuelve el problema por un m�etodo ad hoc; como es bien sabido
el resultado es 2l=(� h). En perspectiva, sin embargo, el problema plantea
cuestionesde alcance,como resumimosa continuaci�on.

(i). >C�omo modelamos la posici�on de un segmento `al azar' en el plano?
Distin tas eleccionespuedendar lugar a distintas soluciones,a la manera
de las famosas`paradojas de Bertrand' (Kendall & Moran, 1963) que
causaroncierta confusi�on a principios del s. XX. �Esta esuna de las cues-
tiones que motiv�o el nacimiento de la Geometr��a Integral; una soluci�on
razonable es equipar al segmento con un elemento de medida que sea
invariante con respecto al grupo especial de movimientos en el plano
(es decir, con respecto a translacionesy rotaciones); dicho elemento se
conoce como densidad cinem�atica de Blaschke-Santal�o (x6.4). De esta
manera cada problema tiene una soluci�on �unica que no depende de la
elecci�on de los par�ametros ni de los ejesde coordenadas.Adem�as dicha
soluci�on concuerda l�ogicamente con el experimento f��sico (lanzamiento
del segmento `al azar').

(ii). Otro escollo importante era extender al contexto geom�etrico el popu-
lar conceptode probabilidad como `n�umero de casosfavorablesdividido
por el n�umero de casosposibles' {sencillo, o al menosnatural cuando se
trata de espaciosmuestrales �nitos y discretos, como es el casoen los
juegos de dados y naipes, pero no tan natural cuando dichos espacios
son cont��nuos. El concepto de `n�umero de casos' se substituye por el
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de medida invariante de posicionesde un objeto geom�etrico (la aguja)
que satisfaceuna condici�on dada (por ejemplo que la aguja corte a una
recta). Dicha medida es una integral (generalmente de Lebesgue)con
respecto a un elemento de medida invariante (como la citada densidad
cinem�atica). Para ilustrar el funcionamiento de estasideasconviene sus-
tituir el enunciado del problema por otro equivalente (Fig. 3b): \Una
aguja de longitud l ocupa una posici�on �ja cualquiera en el interior de
un c��rculo de di�ametro h > l. Una recta corta al c��rculo al azar. Calcular
la probabilidad de que la recta corte tambi�en a la aguja". El modelo de
`recta invariante' implica: (a) la densidad invariante del �angulo � de la
recta con un eje �jo esd� en el intervalo (0; � ], y (b) para cada orienta-
ci�on � la densidad invariante de la distancia z de la recta al centro del
c��rculo esdz en el intervalo (� h=2; h=2]. Con estoesf�acil veri�car que la
medida de las rectas que cortan a la aguja es2l, mientras que la medida
de las rectas que cortan al c��rculo es � h, y el cociente es la soluci�on del
problema de Bu�on.

(iii). Una vez justi�cados los papeles de la Geometr��a Integral y la Proba-
bilidad Geom�etrica en la resoluci�on del problema es sencillo explicar el
esp��ritu de la Estereolog��a. Supongamosque la longitud l > 0 de la agu-
ja es desconocida y queremosestimarla mediante muestreo. Para ello
lanzamos la aguja independientemente al azar un n�umero dado n � 1
de vecessobre un sistema de rectas paralelas (que juega el papel de
una sonda geom�etrica) a una distancia conocida h > l, y contamos el
n�umero de vecesI en que la aguja corta a una de las rectas. EntoncesI
esuna variable aleatoria Binomial cuyo valor medio es EI = np, donde
p = 2l=(� h) es la probabilidad de corte dada por la soluci�on de Bu�on.
De aqu�� resulta que un estimador insesgadode l es

bl =
�
2

h �
I
n

; (1.1)
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y su precisi�on, dada por el coe�ciente de variaci�on al cuadrado, es

CV2(bl ) =
Var(bl )

l2
=

1 � p
pn

=
const
EI

: (1.2)

As�� pues, la Estereolog��a:

(a). Utiliza un m�etodo de muestreo estrictamente inducido por la densidad
invariante de la sondageom�etrica elegida.

(b). Incorpora la Estad��stica construyendovariablesaleatoriasadecuadascu-
yos par�ametros son solucionesofrecidaspor la Geometr��a Integral. Con
ello seabre el camino a las aplicaciones.

Las siguientes observacionesson oportunas:

� En el ejemplo, la cantidad a estimar puedeseruna cualquiera entre
las cuatro l ; h; 2 y � cuandolas otras tres sesuponenconocidas.De
hecho, la estimaci�on del n�umero � a trav�esdel experimento de Buf-
fon tiene una literatura muy extensa(v�easepor ejemplo Corber�an
& Montes, 2000).

� En la pr�actica escorriente que seala sonda la que sesuperponeal
azar sobreel objeto a estudiar.

� El �nal del p�arrafo (ii) sugiereque la integral del n�umero de puntos
de intersecci�on entre una recta invariante y una curva �ja de longi-
tud �nita L es2L {(el n�umero de interseccionesentre una circunfe-
rencia y una recta que la corta essiempre2, con lo cual la medida
del n�umero de rectas que cortan al c��rculo es su per��metro � h, co-
mo hemosvisto). As�� pues, si superponemosal azar una plantilla
transparente de rectas paralelasa una distancia h sobreuna curva
�nita de longitud desconocida L , (Fig. 3c), y contamos el n�umero I
de interseccionesentre la curva y las rectasde la plantilla, entonces
podemosestimar L mediante

bL =
�
2

h � I : (1.3)

T��picamente en Estereolog��a el estad��stico relevante (I en este ca-
so) es una medida de conteo, es decir un n�umero natural, y los
estimadoresson estrictamente insesgadossi se respetan las reglas
de muestreo;por ejemplo en la Fig. 3c las variables aleatorias z; �
sonuniformese independientesen (0; h] y en (0; � ] respectivamente,
(x4.1).

� Predecir la varianza de estimadorescomo bL es un problema cuyo
inter�esy di�cultad semantienen vigentes desdehacepr�acticamente
un siglo; v�easepor ejemplo Cruz-Orive & Gual-Arnau (2002).
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1.4 OBJETIV O DE ESTE ART�ICULO

Nuestro objetivo es revisar brevemente las ideas b�asicas del muestreo
geom�etrico como elemento integrante de la Estereolog��a por dise~no. Tras una
breve intro ducci�on (x2), en x3 y x4 obtenemosalgunasecuacionesfundamenta-
lesde la Estereolog��a combinando resultadospertinentesdeGeometr��a Integral
con el conceptoestad��stico. En x5 ilustramos de una manera esquem�atica un
dise~no inspirado en la Biomedicina. Finalmente, en el Ap�endice se ampl��an
algunosdetalles, y en x8 seresumela notaci�on.

Salvo que se especi�que lo contrario, todos los resultados de Geometr��a
Integral utilizados se encuentran en el libro Santal�o (1976), o son sencillos
corolarios.Tambi�en hemosencontrado �utiles la tesina Gual-Arnau (1991) y la
tesis Davy (1978).

Por razonesde coherenciay espacioquedansin describir importantes as-
pectosde la Estereolog��a. En particular, no sedescriben:

(i). La Estereolog��a por modelo y los fundamentos de la Geometr��a Es-
toc�astica (Stoyan et al., 1995;Jensen,1998;Mecke & Stoyan, 2000).

(ii). La Estereolog��a de part��culas (Miles, 1985; Jensen& Gundersen,1985,
1989;Gundersen,1986;Cruz-Orive,1987b;Karlsson& Cruz-Orive,1997;
Jensen,1998;Ohser & M•ucklich, 2000).

(iii). La Estereolog��a Local, que utiliza sondasque contienen un subespacio
lineal �jo de dimensi�on inferior {p or ejemplo un haz de rectas o planos
con un punto �jo, un haz de planoscon una recta �ja, etc., (Cruz-Oriv e,
1987b;Jensen& Gundersen,1989;Jensen,1998).

(iv). Dise~nos verticales (Baddeley et al., 1986;Gokhale, 1990;Cruz-Orive &
Howard, 1991;Cruz-Orive, 2000).

(v). La Estereolog��a para estimar propiedadesde segundoorden { es decir,
propiedadesquecaracterizanen parte la distribuci�on espacialde elemen-
tos geom�etricos (Ripley, 1981;Diggle, 1983;Cruz-Orive,1989b;Baddeley
et al., 1993;Stoyan et al., 1995;Jensen,1998).

(vi). Aspectos estad��sticos de tip o te�orico (Baddeley & Cruz-Orive, 1995;
Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1996) y an�alisis estad��stico de datos este-
reol�ogicos(Cruz-Oriv e, 1980;Jensen& Sundberg, 1986).

(vii). Precisi�on de estimadoresobtenidos por muestreosistem�atico (salvo bre-
ves apuntes en x2.2), (Matheron, 1965;Ki êu et al., 1999; Gundersenet
al., 1999;Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1998,2000,2002;Garc��a-Fi~nana &
Cruz-Orive, 2000a,b; Cruz-Orive & Gual-Arnau, 2002).

(viii). Morfolog��a Matem�atica (Serra, 1982;Glasbey & Horgan, 1995).
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Queda por tanto claro que el presente art��culo abre s�olo una peque~na
ventana al profuso paisaje de la Estereolog��a y materias a�nes. Dos de las
revistas m�asrelevantes para seguirel desarrollode la Estereolog��a sonJournal
of Micr oscopy (Oxford, U.K., revista o�cial de la ISS) y Advances in Applied
Probability (She�eld, U.K.).

2 MUESTREO GEOM �ETRICO: CONSIDERA CIONES B �ASICAS

2.1 SOND AS INDEPENDIENTES

Consideremosuna �gura plana acotada Y � R2 cuya �area A queremos
estimar, (Fig. 4a). El primer pasoeselegir una sondageom�etrica adecuada.

En general,si Y � Rn esuna subvariedadacotadadedimensi�on dim (Y) =
q � 0 y elegimosuna sondaT dedimensi�on dim (T) = r , entoncesla dimensi�on
de la intersecci�on Y \ T es

dim (Y \ T) = q + r � n � 0; (2.1)

de donde sededuceque podemostomar

r = n � q; n � q + 1; :::; n: (2.2)

La elecci�on de una sonda de dimensi�on m��nima r = n � q suele ser la
m�asc�omoda porqueentoncesY \ T esun conjunto de puntos (que suponemos
�nito), en principio f�acilesde contar.

A

Y

x

u2

x

u1
a b

Figura 4

As�� pues,para el problema consideradouna sondaadecuadaesun punto
x 2 R2. El siguiente paso es equipar a la sonda con el elemento de medida
invariante con respecto a translaciones y rotaciones, como ya indicamos en
x1.3(i). La Geometr��a Integral nos dice que para un punto x 2 Rn dado por
suscoordenadascartesianasx = (x1; x2; :::; xn ), dicho elemento esel elemento
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de volumen dx = dx1 dx2 � � � dxn . Esto parecel�ogico, puesel contenido de un
objeto no dependede su posici�on u orientaci�on. En nuestro caso,

Z

R2
� 0 (Y \ x) dx =

Z

R2
1Y (x) dx =

Z

Y
dx = A; (2.3)

(la notaci�on viene explicada en x8).
El tercer pasoesconstruir un elemento de probabilidad para la sondaque

seaproporcional a su elemento de medida invariante y que posibilite el mues-
treo y la estimaci�on. La integral de dx sobreR2 no est�a acotada,y por lo tanto
es necesariode�nir un espaciomuestral acotado. Si elegimosel subconjunto
mismo Y, entoncesel elemento de probabilidad correspondiente es

P(dx) = 1Y (x) �
dx
A

; x 2 R2; (2.4)

que utiliza la constante de normalizaci�on calculada en (2.3). Vemosque este
elemento de probabilidad involucra la cantidad desconocida A y no sugiereun
m�etodo para muestrear realizacionesde x en el interior de Y . Por lo tanto,
la elecci�on no es adecuada.En general es conveniente elegir un subconjunto
acotado de referencia que contenga a Y y que permita el muestreo de una
manera sencilla. La elecci�on m�as natural para muestrear puntos invariantes
en Rn es un hipercubo. En nuestro caso podemos suponer sin p�erdida de
generalidadque Y se puede incluir en el cuadrado unidad (0; 1]2, (Fig. 4b) {
estoimplica que0 < A < 1. El elemento de probabilidad de un punto aleatorio
uniforme en (0; 1]2 es:

P(dx) =

(
dx; x 2 (0; 1]2;

0; x 62(0; 1]2;
(2.5)

queno dependede A. Las coordenadas(u1; u2) de una realizaci�on de x sondos
n�umeros aleatorios uniformes e independientes en el intervalo (0; 1]. Es f�acil
demostrar que la probabilidad de que x corte a Y esA; de aqu�� sededuceque
si x = (u1; u2) corta a Y , entonces x es aleatorio uniforme en Y (es decir, la
distribuci�on condicional correspondiente esel segundomiembro de (2.4)). Con
estaspropiedades,el muestreode puntos aleatoriosuniformese independientes
en Y essencillo: Basta con descartar aquellospuntos que no cortan a Y .

Ahora ya estamosen condicionesde dise~nar un experimento para esti-
mar A. Generamosun n�umero �jo n � 1 de puntos aleatorios uniformes
e independientes en (0; 1]2, y contamos los P que cortan a Y . Entonces P,
(P = 0; 1; :::; n), es una variable aleatoria Binomial con media EP = nA, con
lo cual

bA =
P
n

(2.6)



480 LA COLUMNA DE MATEM �ATICA COMPUT A CIONAL

esun estimador insesgadode A, y su precisi�on semide por

CV2( bA) =
1 � A

An
=

const
EP

; (2.7)

(an�aloga a (1.2)).

2.2 MUESTREO SISTEM �ATICO

El dise~no precedente no pasade serun recursodid�actico. En la pr�actica es
inc�omodo trabajar consondasindependientes;m�asimportante a�un, CV 2( bA) =
O (1=EP), lo cual, comovamosa ver a continuaci�on, esmejorableconun dise~no
diferente y f�acil de aplicar.

Comencemoscon un problema sencillo (Fig. 5): Estimar la longitud L de
un segmento de recta �jo Y � (0; 1]. Como en el ejemplo anterior podemos
muestrear n puntos uniformes e independientes en (0; 1], (Fig. 5a). Si P de
ellos cortan a Y obtenemosel estimador conocido

bL =
P
n

; CV2( bL ) =
1 � L
EP

: (2.8)

Ahora bien, en lugar de tomar n puntos independientes, procedamoscomo
sigue. Tomemosun punto aleatorio uniforme x en el intervalo (0; v1], donde
v1 > 0 esuna constante �ja conocida que llamaremosel per��odo de muestreo.
(Para muestrear x elegimosu uniforme en (0; 1] y tomamos x = v1u). El
sistemade puntos equidistantes

� x = f x + kv1; k 2 Zg; P(dx) = 1(0;v1 ] (x) �
dx
v1

; (2.9)

esuna sondasistem�atica (`test system') uniforme en R. Cortemosel segmento
Y con esta sondasistem�atica (Fig. 5b). El n�umero de puntos de intersecci�on
P = � 0 (Y \ � x ) esuna variable aleatoria con la siguiente distribuci�on, (v�ease
por ejemplo Cruz-Orive, 1989a),

P
�

P =
�

L
v1

��
= 1 � � ;

P
�

P =
�

L
v1

�
+ 1

�
= � ;

(2.10)

donde � = frac (L=v1) = L=v1 � [L=v1] y [z] denota la parte entera de un
n�umero z. La media y la varianza de P se calculan f�acilmente, y a partir de
ellas obtenemosel siguiente estimador insesgadode L y su precisi�on:

bL = v1P; CV2( bL ) =
� (1 � � )

(EP)2 =
const

(EP)2 : (2.11)

De esteejemplo podemosya sacar las siguientes consecuencias.
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0 1xi

L

v1

0 1x v1 x+ v1
...

a

b

Figura 5

(a). El muestreosistem�atico esm�as sencillo de aplicar que el independiente,
y s�olo requieregeneraruna sondaaleatoria.

(b). La varianza se suele reducir dr�asticamente; en el ejemplo, se pasa de
O (1=EP) para el muestreo independiente a O

�
1=(EP)2�

para el sis-
tem�atico.

(c). La predicci�on de la varianza esm�as complicada (en generalmucho m�as
complicada)bajo muestreosistem�atico quebajo muestreoindependiente.

La extensi�on del muestreo sistem�atico a lo largo de un eje al muestreo
sistem�atico en el plano essencilla (Fig.6).

(i). Elegimos una `�gura fundamental' o `loseta' J0 con la cual se pueda
generaruna partici�on peri�odica del plano.

(ii). Elegimosun punto aleatorio uniforme x en el interior de J0.

(iii). La extensi�on peri�odica de x (en el sentido que explicaremos en x3.1)
constituye una sondasistem�atica de puntos � x en el plano.

(iv). Contamos el n�umero P de puntos de la sonda que cortan a Y . Un es-
timador insesgadode A es bA = v2P, donde v2 = � 2 (J0) es el �area de
J0.

Un problema mucho menos trivial {que ya interes�o a Karl F. Gauss (1777{
1855){ espredecir la varianza de bA. Para una �gura Y cualquiera una f�ormula
exacta requerir��a una caracterizaci�on precisa de la forma de Y , lo cual hace
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x

J0

v2

A

Y

Figura 6

que dicha f�ormula seainaccesibleen general.Los casosdel c��rculo { ya abor-
dado por Gauss{ o la esfera,son tratables, pero complicados(Kendall, 1948;
Kendall & Rankin, 1953). Una actitud realista de cara a la pr�actica esbuscar
aproximaciones. Si J0 es un cuadrado y la sonda de puntos es is�otropa con
respecto a Y (es decir con orientaci�on aleatoria uniforme, cosaque por otra
parte no esnecesariapara que el estimador bA = v2P seainsesgado),entonces

CV2� bA
�

� c2 �
L

p
A

�
1

(EP)3=2
; c2 =

1
�

�
� (3)
2� 2 +

1
6

�
� 0:0724; (2.12)

donde L; A representan el per��metro total (posibles contornos interiores in-
clu��dos) y el �areade Y , respectivamente, de tal maneraqueL=

p
A esun factor

de forma. Si Y esun c��rculo, obtenemosCV 2� bA
�

� 0:26=(EP)3=2; por ejemplo
contando una media de P = 16 puntos en el interior del c��rculo el error de
estimaci�on es s�olo del 6% aproximadamente. Estas aproximacionesson debi-
das a GeorgesMatheron (1930{2000), Matheron (1965, 1971), v�easetambi�en
Gundersen& Jensen(1987), Mat�ern (1989) y Cruz-Orive (1989a, 1993). En
el pen�ultimo art��culo, para un subconjunto Y � Rn cortado por una son-
da sistem�atica de puntos uniforme e is�otropa tal que J0 es un hipercubo, se
obtiene

CV2�
b� n (Y )

�
� cn �

� n� 1 (@Y )
(� n (Y ))1� 1=n

�
1

(EP)1+1 =n
; (2.13)

donde la expresi�on de la constante cn puede verseen el art��culo; en particu-
lar, c1 � 0:1667; c2 � 0:0724; c3 � 0:0656. La predicci�on de las propiedades
del muestreosistem�atico en R est�an relativamente bien estudiadas,pero para
Rn ; n � 2 quedamucho trabajo por hacer.
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3 SONDAS SISTEM �ATICAS DE BASE ACOTAD A

Vista la esenciade la Estereolog��a por dise~no, presentamos algunosresul-
tados generalesque subyacenen la pr�actica totalidad de las aplicaciones.En
esta secci�on consideramossondassistem�aticas de baseacotada, mientras que
en x4 consideramossondassistem�aticas de subespacioslineales.

3.1 TEOREMA DE SANT AL �O

Consideremosel esquemaintro ducido en x6.4: La subvariedad acotada
m�ovil T0;0 de dimensi�on r , (ilustrada por un rect�angulo en la Fig. 7) juega el
papel de sondabase,mientras que la subvariedad acotada �ja Y de dimensi�on
q, (q = 0; 1; :::; n; r = n� q; n� q+ 1; :::; n), tiene una medida � q (Y ) desconocida
que esel objetivo de la estimaci�on.

x

Tx,t

tT0, t

t

T0,0

0

T0, tÏ

Y

Y T0, tÏ+

Figura 7

Consideremosadem�as una funci�on f : Y \ Tx;t ! R+ invariante con
respecto al grupo especial de movimientos Gn , (es decir f (X ) = f (gX ) para
toda subvariedad acotadaX � Rn y g 2 Gn ), y tal que f (; ) = 0. Una integral
candidata para resolver el problema es

I 1 �
Z

Gn

f (Y \ gT0;0) � (dg)

=
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
Z

Y � �T0;t

f (Y \ Tx;t ) � n (dx) ;
(3.1)

dondela notaci�on vieneexplicadaen la Fig. 7 y enx8. Sin embargo, el elemento
natural deprobabilidad invariante (6.31) quegobiernaa la sondaT0;0 cortando
a Y es inc�omodo de manejar porque la integral de normalizaci�on dependede
Y , (el problema aqu�� esan�alogo al planteado por la Ec. (2.4)).
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La alternativa que abre el camino a las aplicacionessebasaen una cons-
trucci�on que Santal�o (1940) llam�o red uniforme (`lattice of domains'), (Figs.
1 y 8), y cuyas propiedades se dedic�o a pulir (al parecer sin sospechar su
transcendenciapr�actica) a lo largo de varias d�ecadas.La construcci�on escomo
sigue.

Tx,t

x

0 t

0,0J0,tJ

Y

L x,t

Tx+t    ,tk,t 

x+t    k,t 

k,tJ

Y

Figura 8

(i). Elegimos una `loseta fundamental' para Rn , es decir un subconjunto
acotado J0;0 � Rn con un punto asociado que suponemossituado en el
origen, que posibilite una partici�on f Jk;0; k 2 Zg de Rn , (por ejemplo,
en la Fig. 8 la loseta fundamental es el rect�angulo de mayor tama~no).
Las condicionesson,

Rn =
[

k2 Z

Jk;0; Jk;0 \ J l ;0 = ; ; k 6= l;

Jk;0 = J0;0 + � k;0; k 2 Z;
(3.2)

donde� � k;0 esuna translaci�on que lleva a Jk;0 a coincidir con J0;0 y deja
la partici�on invariante para cada k 2 Z.

(ii). Elegimos una sonda b�asica T0;0 de dimensi�on r que pueda inclu��rse en
la loseta fundamental, esdecir, T0;0 � J0;0. Aunque no esnecesariopara
la estimaci�on insesgada,para la estimaci�on consistente es conveniente
suponer que T0;0 es una `retracci�on reticular' (`lattice retract') de J0;0,
v�easeGual-Arnau & Cruz-Orive (1996). El sistema

� 0;0 =
�

T� k ;0 ;0; k 2 Z
	

; (3.3)
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esuna red uniforme de sondab�asicaT0;0.

A continuaci�on describimos c�omo se aplica un movimiento g � (x; t)
(seg�un la notaci�on intro ducida en x6.4) a la red � 0;0, esdecir, c�omo seaplica
la transformaci�on

g� 0;0 = � x;t : (3.4)

En primer lugar giramos la partici�on f Jk;0; k 2 Zg aplicando a J0;0 una rota-
ci�on t 2 Gn[0] alrededor del origen cuya imagen esJ0;t , (Fig. 8), y generamos
la correspondiente partici�on (ya girada) f Jk;t ; k 2 Zg de Rn . Ahora,

Jk;t = J0;t + � k;t ; k 2 Z; (3.5)

donde � � k;t lleva a Jk;t a coincidir con J0;t dejando invariante la partici�on
girada para cada k 2 Z. A continuaci�on elegimosun punto x 2 J0;t , con lo
cual,

� x;t =
�

Tx+ � k ;t ;t ; k 2 Z
	

; x 2 J0;t ; t 2 Gn[0]; (3.6)

es la transformaci�on buscada.
Consideremosahora la integral

I 2 =
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
Z

J0;t

f (Y \ � x;t ) � n (dx) : (3.7)

Para el ejemplo de la Fig. 8 el integrando es una funci�on invariante de la
intersecci�on gris oscuraentre la �gura Y y el sistemade sondas;la integral se
extiende a x variando en el interior de J0;t , y 0 � t < 2� .
TEOREMA DE SANT AL �O. Las integrales(3.1) y (3.7) coinciden, esdecir,

I 1 = I 2: (3.8)

Demostraci�on. Recordandola invarianza de f obtenemos,

I 1 �
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
Z

Rn
f (Y \ Tx;t ) � n (dx)

=
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
X

k2 Z

Z

Jk ;t

f (Y \ Tx;t ) � n (dx)

=
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
X

k2 Z

Z

J0;t

f
�
Y \ Tx+ � k ;t ;t

�
� n (d (x + � k;t ))

=
Z

Gn [0]

� [0] (dt)
Z

J0;t

f (Y \ � x;t ) � n (dx)

� I 2:

(3.9)
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NOTA . En Santal�o (1976) la de�nici�on de I 2 sebasaen que � 0;0 permanece
�ja, y es la �gura Y la que se mueve con un punto asociado x 2 J0;0 y un
giro t 2 Gn[x], mientras que aqu�� hemossupuestoque Y es�ja y � 0;0 semueve
transform�andoseen� x;t . Este �ultimo m�etodo parecem�asarti�cial; sin embargo
cuando se analiza una imagen Y al microscopio �esta suele mantenerse �ja,
mientras que � x;t sepuedegenerarf�acilmente con ayuda de software especial.

3.2 MUESTREO DIRECTO (`FRA CCIONADOR') Y M �ETODO DE LA RAZ �ON

El teorema de Santal�o cobra sentido estad��stico cuando los par�ametros
(x; t) de la red � x;t semuestreanseg�un el elemento de probabilidad

P(dx; dt) =
� [0] (dt)

On� 1On� 2 � � � O1
�

� n (dx)
� n (J0;0)

; t 2 Gn[0]; x 2 J0;t ; (3.10)

sugeridopor la integral I 2, queesmucho m�assencilloy ventajoso queel (6.31).
Es decir, primero se sometela red a un giro t is�otropo seg�un (6.30), y luego,
independientemente, setraslada por un punto aleatorio uniforme x en J0;t . El
resultado � x;t , v�ease(3.6), esuna sondasistem�atica (is�otropa y uniforme) de
baseacotada T0;0.

En la pr�actica, el teoremade Santal�o y el elemento de probabilidad (3.10)
seexplotan eligiendo f � � q+ r � n . Por de�nici�on

E� q+ r � n (Y \ � x;t ) =
I 2

On� 1On� 2 � � � O1 � � n (J0;0)
; (3.11)

y como I 2 = I 1 y la integral I 1 viene dada por la f�ormula de Crofton (6.32),
seobtiene

� q (Y ) =
OqOr

On Oq+ r � n
�

� n (J0;0)
� r (T0;0)

� E� q+ r � n (Y \ � x;t ) ; (3.12)

que permite estimar � q (Y ) de una manera directa observando
� q+ r � n (Y \ � x;t ) (por ejemplo el �area gris oscura en la Fig. 8) y multi-
plicando este estad��stico por una constante conocida y por el per��odo de
muestreo conocido � n (J0;0) =� r (T0;0). N�otese que la intro ducci�on de la
sonda sistem�atica otorga al m�etodo una gran ventaja pr�actica sobre los
sugeridospor identidades como (6.15) o (6.19). El m�etodo esun casoespecial
del `fraccionador', v�ease por ejemplo Gundersen (1986, 2002), Ogbuihi &
Cruz-Orive (1990), Cruz-Orive (1990).

A menudo la subvariedad Y � Yq est�a inclu��da en un subconjunto de
referencia X n , es decir Yq � X n � Rn , y adem�as � q+ r � n (Y \ � x;t ) no se
puede observar directamente y se requiere aumentar las seccionesal micros-
copio. En este caso,en una primera etapa se muestrean bloquessistem�aticos
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n-dimensionalesde X n {lo su�cientemente peque~nos como para poder obser-
var sus seccionesal aumento requerido sin problemas{ utilizando una son-
da sistem�atica de orientaci�on arbitraria (tomamos t = 0) con base T0;0,
dim (T0;0) = n, (Fig. 13c). Con esto podemosescribir la identidad

� q (Yq) = � n (X n ) � Rq;n ; (3.13)

en la que sebasael m�etodo de la raz�on. Aplicando (3.12) sucesivamente a Yq
y a X n y dividiendo miembro a miembro, la raz�on Rq;n sepuedeexpresar

Rq;n �
� q (Yq)
� n (X n )

=
E� q (Yq \ � x;0)
E� n (X n \ � x;0)

; (3.14)

y se puede estimar a partir de la muestra sistem�atica de bloques�
X n \ Tx+ � k ;0 ;0; k 2 Z

	
(con x uniforme aleatorio en J0;0) mediante etapas

posterioresde muestreo sistem�atico, como veremosen x5. A su vez, el volu-
men de referencia� n (X n ) sepuedeestimar independientemente por el m�etodo
de Cavalieri (x4.2).

4 SONDAS SISTEM �ATICAS DE r {PLANOS

En Estereolog��a por dise~no la primera etapa del muestreo(destinada a es-
timar � n (X n ) en la relaci�on (3.13)) sueleconsistir en seccionarel subconjunto
de referencia X n en rodajas mediante hiperplanos de corte L n� 1. La teor��a
revisada en x6.3 corresponde estrictamente a r-planos IUR e independientes
cortando a X n . En la pr�actica esto ser��a factible para una sola replicaci�on,
puesuna segundarequerir��a reunir los fragmentos producidos por la primera.
Un dise~no c�omodo, ampliamente utilizado, esel de cortes paralelos{es decir,
no independientes{ lo que implica utilizar sondassistem�aticas de r-planos a
intervalos regulares (Fig. 5b y 11a). El objeto de esta secci�on es desarrollar
este importante concepto.

4.1 ADAPT ACI �ON DEL TEOREMA DE SANT AL �O

En estasecci�on convieneadaptar ligeramente la notaci�on cl�asicaadoptada
en x6.1. As�� pues,un r-plano L r sedenotar�a L r ;z;t , dondez = L r ;z;t \ L n� r ;0;t es
el punto de intersecci�on del r-plano consu complemento ortogonal, esdecir con
el (n � r )-subespacioortogonal L n� r ;0;t � L n� r [0], mientras que t representa
su direcci�on (Fig. 9). Por lo tanto, L r ;z;t = L r ;0;t + z. La densidad invariante
(6.2) para r-planos sepuedeescribir

dL r ;z;t = � n� r (dz) ^ dt; z 2 L n� r ;0;t t 2 Gr ;n � r : (4.1)

Para construir una sondasistem�atica de r-planos:
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a b

n- r,0,tL

Lr,z,t
r,0,tL

O z

Lr,z,t

r,0,tL

O

z

n- r,0,tL

Figura 9

(i). Generamosuna orientaci�on aleatoria is�otropa {es decir, con el elemento
deprobabilidad (6.3){ para la direcci�on t 2 Gr ;n � r del (n � r )-subespacio
L n� r ;0;t .

(ii). En dicho subespacioelegimosuna loseta fundamental J0;t � L n� r ;0;t
de dimensi�on dim (J0;t ) = n � r , con orientaci�on arbitraria dentro del
subespacio,y congruente con una loseta �ja J0 para todo t, (Fig.12).
Con ella constru��mos la correspondiente partici�on f Jk;t ; k 2 Zg, donde
Jk;t = J0;t + � k;t , y � � k;t es una translaci�on que lleva Jk;t a coincidir
con J0;t dejando la partici�on invariante para cada k 2 Z y para cada
t 2 Gr ;n � r .

(iii). Generamosun punto aleatorio uniforme z en J0;t e independiente de t.
El sistema

� z;t =
�

L r ;z+ � k ;t ;t ; k 2 Z
	

; (4.2)

con elemento de probabilidad

P(dz; dt) =
dtZ

Gr ;n � r

dt
�

� n� r (dz)
� n� r (J0)

; z 2 J0;t ; t 2 Gr ;n � r ; (4.3)

esuna sondasistem�atica de r-planos con per��odo � n� r (J0) � vn� r .

Consideremosahora una subvariedad acotada�ja Y � Rn de dimensi�on q,
cuyo contenido � q (Y ) esdesconocido. La integral de Crofton (6.14) sepuede
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escribir

I 1 �
Z

Gr ;n � r

dt
Z

L n � r ;0;t

� q+ r � n (Y \ L r ;z;t ) � n� r (dz)

=
Z

Gr ;n � r

dt
X

k2 Z

Z

Jk ;t

� q+ r � n (Y \ L r ;z;t ) � n� r (dz)

=
Z

Gr ;n � r

dt
X

k2 Z

Z

J0;t

� q+ r � n
�
Y \ L r ;z+ � k ;t ;t

�
� n� r (dz)

=
Z

Gr ;n � r

dt
Z

J0;t

� q+ r � n (Y \ � z;t ) � n� r (dz)

� I 2;

(4.4)

quevienea seruna adaptaci�on del teoremade Santal�o para el casode r-planos
en lugar de sondasacotadas.Por lo tanto, para estimar � q (Y ) cortamosY con
la sondade r-planos (4.2), (r = n � q; n � q+ 1; :::; n). Por de�nici�on, el valor
mediodel contenido de la intersecci�on conrespectoal elemento deprobabilidad
(4.3) es

E� q+ r � n (Y \ � z;t ) =
I 2� Z

Gr ;n � r

dL r [0]

�
� n� r (J0)

; (4.5)

y acabamosde demostrar que I 2 = I 1. A su vez, I 1 viene dada por la f�ormula
de Crofton (6.14) con lo cual obtenemos

� q (Y ) =
OqOr

OnOq+ r � n
� � n� r (J0) � E� q+ r � n (Y \ � z;t ) ; (4.6)

que viene a ser la f�ormula dual de la (3.12) para sondasde r-planos.

4.2 ESTIMADORES DE CAVALIERI Y DEL `FAKIR'

Las sondasde r-planos m�as comunes son la de rectas paralelas en R2,
(considerada en x1.3 en el contexto de la aguja de Bu�on), y la de planos
paralelos en R3, o sonda de Cavalieri, llamada as�� en honor del matem�atico
italiano Bonaventura Cavalieri (1598{1647), (Fig. 10), disc��pulo de Galileo.
Como seexplica en Cruz-Orive (1987a), el signi�cado del trabajo de Cavalieri
en la Estereolog��a modernaesrelevante porquesu famosoteoremano sere�ere
a objetos geom�etricos especiales,sino a s�olidos de forma arbitraria.

En general,una sondade Cavalieri en Rn consta de hiperplanosparalelos
(r = n � 1) a una distancia constante � 1 (J0) � v1. En particular, poniendo
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q = n en (4.6) el volumen requerido en el segundomiembro de la identidad
(3.13) seexpresa

� n (X ) = v1 � E� n� 1 (X \ � z;0) ; P(dz) = 1(0;v1 ] (z)
dz
v1

: (4.7)

Por ejemplo, en R3 el estimador de Cavalieri, (Fig.11),

b� 3 (X ) = v1

X

k2 Z

� 2 (X \ L 2;z+ kv1 ;0) ; (4.8)

es insesgadopara el volumen de X . La predicci�on de la varianza de b� 3 (X )

Bonaventura Cavalieri Principio de Cavalieri (1635)

Figura 10

a partir de una sola muestra de seccionesf � 2 (X \ L 2;z+ kv1 ;0) ; k 2 Zg es un
problema dif��cil que seha estudiado en detalle (v�eanselas referenciasen x1.4,
(vii)).

Otra sondade inter�esen R3 es la del `fakir' (en alusi�on a la cl�asicacama
de agujasdel fakir) que consta de rectas paralelasque emergende una sonda
sistem�atica de puntos enun plano normal a ellas.Para estimar un volumencon
la sonda uniforme del fakir se multiplica el �area de la loseta fundamental de
dicha sonda de puntos por la suma de las cuerdasinterceptadas en el objeto
(Fig. 12). En Cruz-Orive (1993) se estudia la predicci�on de la varianza de
este estimador. Para estimar la super�cie del objeto mediante la Ec. (4.6) {
problema sugeridoen la primera l��nea de la Intro ducci�on ...{ esprecisoque la
sondaseauniforme e is�otropa. No obstante, el dise~no vertical esm�as c�omodo
para estimar la super�cie de un objeto (Baddeley et al., 1986).

Por �ultimo, otro casoparticular importante de (4.6) {o tambi�en de (3.12){
es la estimaci�on de un volumen mediante una sondasistem�atica de puntos en
R3, (es decir, con r = 0). Cuando la sondaesadem�as is�otropa, una predicci�on
conocida de la varianza es la (2.13).
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Figura 11: Aplicaci�on del estimadorde Cavalieri (4.8) a la estimaci�on del volumendel
cerebrohumano (modi�cado a partir de McNult y et al., 2000,Fig. 2, con la asistencia
del Profesor Neil Roberts, Universidad de Liverpool).

Las sondasmencionadas,y muchas otras, son de inter�es creciente en la
Estereolog��a contempor�aneabasadaen el rastreo no invasivo de objetos, v�ease
Cruz-Orive (1997) y Kub��nov�a & Jan�a�cek (2001).

5 COMBINA CI �ON DE HERRAMIENT AS EN LA PR �ACTICA

Para ilustrar la utilidad de las ecuacionescitadas en esteart��culo describi-
mosbrevemente un dise~no t��pico de Estereolog��a en Biocienciascon referencia
a las Figs. 13 y 14.

Setrata de estimar el �area � 2 (Y ) de la super�cie alveolar Y en el interior
de un l�obulo pulmonar X , (que suponemosde unos 5 cm de proyecci�on lineal
m�axima). Es decir, el esquemaesY � X � R3. Para observar Y esnecesario
usar un aumento lineal �nal no inferior a 400� por lo cual un dise~no viable es
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L z,t

J0,t
z

Y

Figura 12: Sondadel Fakir cortando un objeto.

el basadoen un casoparticular de la identidad (3.13),

� 2 (Y ) = � 3 (X ) � R2;3; (5.1)

y el problema se reduce as estimar el volumen de X por un lado y la raz�on
R2;3 � � 2 (Y ) =� 3 (X ) por otro.

Para estimar � 3 (X ) inclu��mos X en un medio s�olido f�acil de cortar (nor-
malmente agar), y cortamos el bloque en seccionesalternativamente �nas (al-
rededorde1 mm) y gruesas(de unos5 mm de espesor),(Fig. 13a).Los detalles
puedenversepor ejemplo en Michel & Cruz-Orive (1988). El mencionadovo-
lumen seestima por el m�etodo de Cavalieri (4.8) a partir de las secciones�nas.
El �area de cada secci�on se estima a su vez mediante una sondade puntos en
el plano como en la Fig. 6, (aqu�� se aplica (4.6) con n = q = 2; r = 0). Una
versi�on actualizada de la predicci�on de la precisi�on del estimador combinado
(seccionesy puntos sistem�aticos) puedeverseen Garc��a-Fi~nana et al. (2003).

Para estimar la raz�on R2;3 primero cortamos bloquessistem�aticos a par-
tir de las seccionesgruesas(Fig. 13c), bas�andonos en la relaci�on (3.14). A
continuaci�on, cada bloque seincluye en un material adecuado(metacrilato, o
bien alguna resinaespecial) utilizando moldesde forma esf�erica (Nyengaard&
Gundersen,1992), lo cual facilita cortessistem�aticos IUR mediante una sonda
de planosparalelos,(Fig. 13d) { en el laboratorio estaoperaci�on serealiza con
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a

b c

d e f

Figura 13: Ejemplo de aplicaci�on de la teor��a revisada en esteart��culo para estimar
el �area de una super�cie (en R3) en el interior del objeto en (a), la cual necesitaun
aumento importante al microscopiopara ser observada (v�easex5).

un microtomo especial. El estimador de R2;3 sebasaen aplicar (4.6) sucesiva-
mente a Y y a X con r = 2, y dividir miembro a miembro. Formalmente la
ecuaci�on resultante essimilar a la ecuaci�on fundamental (6.19), pero el dise~no
essistem�atico, de manera que hay que substituir L 2 por el sistemade planos
paralelos� x;t . As�� pues,para cada bloque,

R2;3 =
O2O2

O3O1
�

E� 1 (Y \ � x;t )
E� 2 (X \ � x;t )

=
4
�

�
E� 1 (Y \ � x;t )
E� 2 (X \ � x;t )

�
4
�

� R1;2;

(5.2)
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dondeR1;2 esla raz�on de la longitud total media de las curvasde intersecci�on
entre la super�cie alveolar en el bloque y los planos de secci�on, dividida por
el �area total media de pulm�on en las mismassecciones.

A suvez,para estimar R1;2 esa menudo necesariovolver a aplicar muestreo
sistem�atico en cadasecci�on (esta vezde camposde visi�on o micrograf��as, pues
estamosen R2, Fig. 13e), otra vez en la l��nea de la Ec. (3.14). Por �ultimo,
sobrecadamicrograf��a seaplica una sondacombinada de segmentos de recta,
que denotaremos� (1) (para contar interseccionescon las seccionescurvil��neas
super�cie alveolar Y1) y de puntos, quedenotaremos� (0) (para contarlos sobre
las seccionesde pulm�on X 2 en la misma micrograf��a), v�eanseFig. 13f y Fig. 14.
En virtud del procedimiento ilustrado en la Fig. 13d, la sondade la Fig. 13f es
IUR relativa al objeto aunquesu posici�on absoluta seaarbitraria (horizontal).
Aplicando la Ec. (3.12) sucesivamente a la secci�on de Y con n = 2; q = r = 1,
y a la secci�on de X con n = q = 2; r = 0, y dividiendo miembro a miembro,
obtenemos,

R1;2 =
�
2

�
� 0

�
T (0)

�

� 1
�
T (1)

� �
E� 0

�
Y1 \ � (1)

�

E� 0
�
X 2 \ � (0)

� : (5.3)

Por ejemplo en las Figs. 13f y 14, � 0
�
T (0)

�
=� 1

�
T (1)

�
= p=l = 1=l, porque cada

segmento de recta de longitud conocida l (a la escaladel pulm�on, es decir,
corregida por el aumento) lleva asociado p = 1 punto de sondaen su extremo
izquierdo. La substituci�on de (5.3) en (5.2) sugiereel siguiente estimador,

bR2;3 = 2 �
p
l

�
P

I
P

P
; (5.4)

donde los sumatorios seextienden al total de micrograf��as obtenidas en todas
las seccionesde todos los bloques de todas las rodajas gruesasmuestreadas
del l�obulo pulmonar {es decir, se trata en realidad de sumascu�adruples. El
s��mbolo I esequivalente a � 0 (�) en el numerador de (5.3), esdecir el n�umero
de interseccionesentre la super�cie alveolar y los segmentos de sondaen una
micrograf��a, mientras que P esequivalente a � 0 (�) en el denominadorde (5.3),
es decir el n�umero de puntos de sonda contados en el pulm�on en la misma
micrograf��a.

El procedimiento descrito seimplementa en los laboratorios especializados
de una manera rutinaria (Weibel, 1979). En la parte estad��stica {p or ejemplo
en la construcci�on de estimadores�optimos alternativos al (5.4) (que esel esti-
mador cl�asicode la raz�on, v�easepor ejemploCochran, 1977),y en la estimaci�on
de su error{ queda mucho trabajo por hacer que dista de ser trivial, como el
lector podr�a f�acilmente apreciar.
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Figura 14: Micrograf��a de una secci�on de par�enquimapulmonar (de unas0.07 � m de
espesor, para microscop��a electr�onica) an�aloga a la Fig. 13f. Se ha superpuesto una
sonda sistem�atica de l��neas y puntos de prueba para estimar la raz�on de super�cie
alveolar al volumen del pulm�on mediante conteo de interseccionescon la super�cie
alveolar, y de puntos en el total del pulm�on. En humanos la super�cie alveolar total
media esde alrededorde 120m2(equivalente al �areade una pista de tenis). La secci�on
procededel estudio Cruz-Orive & Weibel (1981).

6 AP�ENDICE

6.1 DENSID ADES Y ELEMENTOS DE PROBABILID AD INV ARIANTES PARA r {

SUBESPACIOS Y r {PLANOS

Sean(x1; x2; :::; xn ) las coordenadascartesianasde un punto en Rn . Los
conceptosde recta y plano vienen generalizadospor el de subespacioaf��n o
r-plano L r , de�nido por n � r ecuacioneslineales independientes de la formaP n

i=1 aij x i = pj ; j = 1; 2; : : : ; n � r , donde las aij y pj son constantes. Un
r-subespacioL r [0] esun subespacioaf��n que pasapor el origen, dado por n � r
ecuacioneslineales sin t�ermino independiente de la forma

P n
i=1 aij x i = 0.

N�oteseque L r es una translaci�on de un r-subespacioparalelo L r [0] a lo largo
de su complemento ortogonal L n� r [0]. Es decir, L r = L r [0] + z, dondez = L r \
L n� r [0] esel punto de intersecci�on del r-plano con su complemento ortogonal.

El espacioGr ;n � r de todos los r-subespaciosno orientados L r [0] sobre los
queact�ua el grupo de rotacionesde Rn sellama el Grassmaniano(`Grassmann
manifold'). La expresi�on de la densidadinvariante dL r [0] en esteespacioviene
dada en Santal�o (1976, Ec. (12.27), (12.34)). Existe una correspondencia1{1
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entre L r [0] y su complemento ortogonal L n� r [0], de manera que

dL r [0] = dL n� r [0]; r = 0; 1; :::; n: (6.1)

La densidadinvariante para r-planos es

dL r = � n� r (dz) ^ dL n� r [0]; r = 0; 1; :::; n; (6.2)

esdecir el producto del elemento de volumen en el complemento ortogonal de
L r (responsablede la posici�on de L r ), por la densidadinvariante queacabamos
de ver para dicho complemento, (responsablede la orientaci�on de L r ).

Para construir un elemento de probabilidad invariante basta con dividir
la correspondiente densidad invariante por la integral de dicha densidad ex-
tendida al espaciomuestral. Para r-subespaciosescribiremos,

P(dt) =
dtZ

Gr ;n � r

dt
; t 2 Gr ;n � r : (6.3)

(en este art��culo P(d�) denota la probabilidad de que una variable aleatoria
continua tome un valor en un entorno in�nitesimal {p or ejemplo, para una
variable aleatoria unidimensional continua X el elemento de probabilidad es
P(dx) � P(x < X � x + dx)). El denominadorde (6.3) esla medida total del
Grassmaniano,

Z

Gr ;n � r

dt �
Z

Gr ;n � r

dL r [0] =
On� 1On� 2 � � � On� r

Or � 1Or � 2 � � � O0
; r = 0; 1; :::; n; (6.4)

donde

Ok =
2�

k +1
2

�
� k+1

2

� ; k = 0; 1; :::; n; (6.5)

esel �area de la esferaunidad k-dimensional, (O0 = 2; O1 = 2� ; O2 = 4� ; :::).
Por ejemplo, en R2 el elemento de probabilidad para una recta no orientada
que puedegirar un �angulo � alrededor de un punto �jo es

P(d� ) =
1
�

d�; (0 � � < � ) : (6.6)

Para una recta an�aloga en R3,

P(d�; d� ) =
1

2�
� sin � d� d�; (0 � � < 2� ; 0 � � < � =2) ; (6.7)
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donde (�; � ) son las coordenadasesf�ericasde la direcci�on de la recta. Para un
plano que puedegirar alrededor de un punto �jo el elemento de probabilidad
es el mismo porque a cada plano que contiene un punto �jo le corresponde
una recta normal por dicho punto, y viceversa, (Ec. (6.1)).

Para r-planos esnecesarioelegir un espaciomuestral de medida acotada,
porque la integral de � n� r (dz) extendida a z 2 L n� r [0] no est�a acotada. En
las aplicacioneses �util el elemento de probabilidad para r-planos que cortan a
un subconjunto �jo Y � Rn de dimensi�on n. La integral de normalizaci�on es

Z

Y \ L r 6= ;
dL r =

� Z

Gr ;n � r

dt
� Z

Gr ;n � r

P(dt)
Z

Y 0
t

� n� r (dz)

=
� Z

Gr ;n � r

dt
�

E� n� r (Y
0

t );
(6.8)

donde Y
0

t representa la proyecci�on ortogonal de Y , (es decir, la uni�on de las
proyeccionesortogonales de todos los puntos de Y), sobre el complemento
ortogonal L n� r [0] de orientaci�on dada t, y E� n� r (Y

0

t ) es el valor medio (con
respecto a P(dt)) de su volumen (n � r ) � dimensional. Con este resultado
el elememto de probabilidad para un r-plano aleatorio is�otropo y uniforme
cortando a Y , (`IUR', `isotropic uniform random', un t�ermino intro ducido por
R.E. Miles), es,

P(dz; dt) =
� n� r (dz) dt

� Z

Gr ;n � r

dt
�

E� n� r (Y 0

t )
; (6.9)

en el recinto f (z; t) : L r \ Y 6= ; g, y cero fuera de �el.
El elemento de probabilidad anterior sedebe interpretar comocondicional

al sucesoL r \ Y 6= ; , que llamaremos "̀ '. Una descomposici�on instructiv a es,

P(dz; dtj " ) = P(dtj " ) � P(dzjdt; " ) ;

P(dtj " ) =
� n� r (Y

0

t ) P(dt)
E� n� r (Y 0

t )
; t 2 Gr ;n � r ;

P(dzjdt; " ) =
� n� r (dz)
� n� r

�
Y 0

t

� ; z 2 Y
0

t ;

(6.10)

dondeP(�j� ) denota probabilidad condicional. La interpretaci�on de la segunda
Ec. (6.10) es: En el conjunto de todos los r-planos que sabemoscortan a Y ,
la orientaci�on t de uno cualquiera de ellos no esis�otropa, sino proporcional al
contenido de Y

0

t . En el ejemplo de la aguja de Bu�on (Fig. 3b) el elemento
de probabilidad de las rectas que cortan al c��rculo es(6.6), pero el de las que
cortan a la aguja esproporcional al senodel �angulo que forma la recta con la
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aguja. La interpretaci�on de la tercera Ec. (6.10) es:Dada una orientaci�on cual-
quiera t, la posici�on de un r-plano con dicha orientaci�on esuniforme aleatoria
sobreY

0

t .
El cason = 3; r = 2 se describe en detalle en el art��culo fundamental,

Miles & Davy (1976).

6.2 FUNCIONALES DE M INK OWSKI

La expresi�on (6.8) tiene una interpretaci�on interesante cuando el subcon-
junto de inter�esesconvexo, K � Rn . En estecasola cantidad

Wr (K ) =
bn

bn� r
� E� n� r (K

0

t ); (6.11)

donde

bk =
Ok� 1

k
=

�
k
2

�
� k

2 + 1
� ; k = 1; 2; :::; (6.12)

esel volumen de la bola unidad k-dimensional (b1 = 2; b2 = � ; b3 = 4� =3; :::),
se conoce como Quermassintegral (del alem�an `Querschnitt', secci�on), me-
dida seccional media, o funcional de Minkowski. Se trata simplemente de
una cantidad proporcional a la medida invariante de r-planos que cortan a
un cuerpo convexo. En particular, W0 (K ) = � n (K ) es el volumen de K ,
W1 (K ) = n� 1� n� 1 (@K ) es proporcional a la super�cie de K , Wn� 1 (K ) =
(bn=b1) � E� 1(K

0

t ) esproporcional a la proyeccci�on lineal media (o calibre me-
dio) de K , y Wn (K ) = bn .

Si un subconjunto no convexoY sepuedeconsiderarcomouna union �nita
de cuerpos convexos{ esdecir, si Y perteneceal `anil lo convexo' (Hadwiger,
1957; Schneider, 1993) { entonces los funcionales de Minkowski se pueden
generalizarponiendo

Wr (Y ) =
bn

bn� r

Z

Gr ;n � r

P(dt)
Z

L n � r [0]

card
�
Y \

�
L r [0] + z

��
� n� r (dz)

=
bn

bn� r
� E� n� r (Y

0

t );

(6.13)

dondeY
0

t ahora representa la proyecci�on ortogonal total de Y , (esdecir, inclu-
yendomultiplicidades), sobreel complemento ortogonal L n� r [0] de orientaci�on
dada t, y E� n� r (Y

0

t ) es el valor medio de su contenido (n � r ) � dimensional
total. Por ejemplo la proyecci�on de la letra � sobreun ejevertical essu altura,
mientras quesu proyecci�on total, en el presente sentido, esdosvecessu altura.

Con la de�nici�on precedente siguenvaliendo para Y las equivalenciasda-
das m�as arriba (si bien, por ejemplo Wn� 1 (Y ) esproporcional al valor medio
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de la proyecci�on lineal total de Y , y no a su calibre medio en general, como
acabamosde ilustrar). Con todo ello, el conceptode funcional de Minkowski,
generalizadoo no, no es de mucha utilidad en Estereolog��a (n�otese que no
ha sido necesarioutilizarlo en x6.1, ni lo volveremosa utilizar), y lo hemos
descrito s�olo porque esun conceptoclave en Geometr��a Integral.

6.3 ECUA CIONES CL �ASICAS DE LA ESTEREOLOG �IA

Consideremosuna subvariedad acotada Yq � Rn de dimensi�on q; q =
0; 1; :::; n, cuyo contenido � q (Yq) es desconocido. Para estimar � q (Yq) propo-
nemos cortar Yq por un r-plano aleatorio is�otropo y uniforme (`IUR') L r ,
r = n � q; n � q + 1; :::; n y medir la intersecci�on.

La herramienta que resuelve el problema es la f�ormula de Crofton para
r-planos,

Z

Yq \ L r 6= ;
� q+ r � n (Yq \ L r ) dL r =

� Z

Gr ;n � r

dt
�

On Oq+ r � n

OqOr
� � q (Yq) ; (6.14)

si bien este resultado (del cual la Ec. (2.3) es un casoparticular) no sugiere
un m�etodo claro de muestreo. Aqu�� podemos utilizar los dos m�etodos que
describimosa continuaci�on.

M �ETODO DEL CONVEX O DE REFERENCIA Consideramosun subconjunto con-
vexo conocido de referencia K � Rn tal que K � Yq, y cortamos K por el
r-plano IUR L r . Recordandoel elemento de probabilidad (6.9) para L r con K
en lugar de Y , (del cual Ec. (2.5) esun casoparticular), y usandoEc. (6.14)
obtenemos,

� q (Yq) =
OqOr

OnOq+ r � n

�
E� n� r (K

0

n� r )
�

E� q+ r � n (Yq \ L r ) : (6.15)

El estad��stico relevante, observable en secciones,es� q+ r � n (Yq \ L r ), perosub-
sistenalgunosproblemaspr�acticos:Aunque conozcamosel subconjunto de re-
ferencia K y podamos calcular su proyecci�on media E� n� r (K

0

n� r ), no est�a
claro c�omo muestrear correctamente L r cortando a K . Si q = n y r = 0 el
muestreo es sencillo tomando un hipercubo de referencia,como ya vimos en
x2.1. Si q < n; r < n y q+ r � n, entoncesuna elecci�on adecuadapara K esla
bola unidad n-dimensional Bn , para la cual E� n� r (B

0

n� r ) = bn� r . Con todo,
este m�etodo es de car�acter m�as did�actico que pr�actico, si bien puedeser �util
en experimentos de simulaci�on.

M �ETODO DE LA RAZ �ON Consideramosuna segundasubvariedad acotadaX s �
Rn de dimensi�on s, y suponemosquesu contenido � s (X s) esconocido. La idea
consisteen estimar � q (Yq) mediante la identidad

� q (Yq) = � s (X s) � Rq;s; (6.16)
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y el problema sereducea estimar la raz�on

Rq;s =
� q (Yq)
� s (X s)

: (6.17)

Suponemosque Ys y X s est�an espacialmente pr�oximos o relacionados.Para
facilitar el muestreo es conveniente incluir la uni�on de ambas subvariedades,
Yq [ X s en la bola unidad n-dimensional Bn . Generamosun r-plano IUR
L r cortando a Bn . Utilizando la Ec. (6.15) para Yq y para X s, y dividiendo
miembro a miembro, obtenemos

Rq;s =
OqOs+ r � n

OsOq+ r � n
�

E� q+ r � n (Yq \ L r )
E� s+ r � n (X s \ L r )

; (6.18)

dondelas E (�) correspondenal elemento de probabilidad de L r cortando a Bn .
En la pr�actica s�olo se sueleconsiderar el casos = n, y adem�as X n � Yq,

de manera que el objeto a estudiar espor ejemplo pulm�on X 3, (v�easex5) del
cual se deseaestimar el �area total � 2 (Y2) de la super�cie alveolar Y2 � X 3.
Ejemplosdeestetip o deesquemapuedenverseenCruz-Orive& Weibel (1981).
La idea de incluir X n en la n-bola Bn esm�as did�actica que pr�actica, pero de
momento conviene preservarla para recordar que L r es IUR cortando a X n .
La expresi�on (6.18) sereducea

Rq;n �
� q (Yq)
� n (X n )

=
OqOr

OnOq+ r � n
�

E� q+ r � n (Yq \ L r )
E� r (X n \ L r )

; (6.19)

la cual encapsula las llamadas ecuaciones fundamentalesde la Estereolog��a
como casosparticulares (Miles & Davy, 1976;Weibel, 1979, 1980). Versiones
b�asicamente equivalentes a (6.19) pueden encontrarse en Miles (1972), Davy
& Miles (1977) y Davy (1978). Las siguientes notas son oportunas.

(a). En Biolog��a la raz�on (6.19) esun veh��culo para estimar � q (Yq) mediante
la identidad (6.16). Sin embargo, en Cienciasde Materiales dicha raz�on
sueleser el objeto del estudio.

(b). Una ventaja del m�etodo de la raz�on esque la estimaci�on de Rq;n sebasa
s�olo en las cantidades � q+ r � n (Yq \ L r ) y � r (X n \ L r ), observables en
una misma secci�on. Adem�as, si ambas cantidades est�an correlacionadas
positivamente, como es normalmente el caso, cuanto mayor sea dicha
correlaci�on menor ser�a la varianza del estimador de Rq;n .

(c). El volumen pivote � n (X n ) sesueleestimar independientemente de Rq;n
mediante el m�etodo de Cavalieri (x4.2).

(d). La equivalencia formal entre (6.19) y (6.15) serevela teniendo en cuenta
el resultado de tip o Cavalieri � n (X n ) = E� n� r (X

0

n� r ) � E� r (X n \ L r ).
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(e). Cuando q = 0, esdecir cuando la subvariedad de inter�esesun conjunto
de puntos o part��culas y el par�ametro de inter�es es su n�umero � 0 (Y0),
entonces hay que tomar r = n. Una sonda adecuadapara intersectar
al subconjunto de referencia X n � Y0 es la hiperl�amina (`hyperslab')
L n� 1 (h), de�nida comola porci�on espaciocomprendidaentre doshiper-
planos paralelos a una distancia �ja h > 0 (por ejemplo L 1 (h) es una
banda de anchura h en R2). La densidad invariante de L n� 1 (h) es la
misma que la de una de sus caras, es decir, dL n� 1 (h) = dL n� 1, pero
el elemento de probabilidad de una hiperl�amina IUR cortando a X n , es
decir

dL n� 1Z

X n \ L n � 1 (h)6= ;
dL n� 1

; (6.20)

no esel mismo que para un hiperplano porque la constante de normali-
zaci�on es diferente. Aqu�� la herramienta clave es la f�ormula de Crofton
para hiperl�aminas,

Z

Yq \ L n � 1(h)6= ;
� q (Yq \ L r ) dL r (h) =

1
2

On� 1 � h � � q (Yq) ; (6.21)

con la cual obtenemos

� 0 (Y0) = � n (X n ) �
E� 0 (Y0 \ L n� 1 (h))
E� n (X n \ L n� 1 (h))

: (6.22)

El denominadordel segundomiembro en la precedente relaci�on esun vo-
lumen, que a su vez sepuedereducir utilizando Ec. (6.14) obteni�endose,

� 0 (Y0) = � n (X n ) �
E� 0 (Y0 \ L n� 1 (h))

h � E� n� 1 (X n \ L n� 1)
; (6.23)

donde las E (�) corresponden a la medida de probabilidad (6.20). La
ecuaci�on precedente es la identidad del disector, herramienta de gran
importancia en la Estereolog��a de los �ultimos veinte a~nos para contar
c�elulas o part��culas de forma arbitraria. Los detalles pr�acticos del disec-
tor no se completaron hasta la publicaci�on del art��culo Sterio (1984),
(D.C. Sterio {un seud�onimo utilizado por H.J.G. Gundersenen esaoca-
si�on{ es un acr�onimo de \disector"). Hasta esa �epoca el problema de
contar part��culas se abordaba utilizando sondasde dimensi�on inferior
a n, con lo cual era imperativo intro ducir restriccionesno realistas so-
bre la forma de las part��culas (esfericidad,etc.). El `problema del queso
suizo' (estimar el n�umero de agujeros `esf�ericos' en el mismo mediante
cortes planos), inspirado por los notables trabajos de Wicksell (1925,
26), gener�o {y en cierta medida siguegenerando{ una ingente cantidad
de literatura durante muchas d�ecadas(v�easepor ejemplo Cruz-Orive,
1983, y Ohser & M•ucklich, 2000), hasta el punto de que a�un se suele
asociar la Estereolog��a exclusivamente con dichos problemas.
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6.4 SUBV ARIED ADES ACOT AD AS: MEDID A CINEM �ATICA

En x6.1 hemos tratado la densidad de medida invariante para r-planos,
(por ejemplo rectas en el plano). Aqu�� nos concentramos en la densidadinva-
riante para subconjuntos acotados(por ejemplo un segmento �nito de recta
de longitud �ja en el plano, un cubo de arista dada en el espacio,etc.)

Consideremosuna subvariedadacotadaT � Rn dedimensi�on dim (T) = r ,
r = 0; 1; :::; n. Para evitar problemas t�ecnicossuponemosque @T es cont��nua
a trozos. Asociemosa T un punto x y un n-edro ortogonal centrado en x y
r��gidamente ligado a T. Aunque no esestrictamente necesariopodemossupo-
ner que x 2 T.

La posici�on de T en Rn quedadeterminada por la de x m�as una rotaci�on
compuestadel n-edroasociado.LlamemosGn al grupo especialdemovimientos
en Rn . La densidadinvariante buscadaesprecisamente el elemento de volumen
de Gn , y sellama densidadcinem�atica de Blaschke-Santal�o. Su expresi�on es

� (dg) = � n (dx) ^ � [x ] (dt) ; g 2 Gn ; (6.24)

donde:

� n (dx): Elemento de volumen de Rn en x.

� [x ] (dt): Densidad del grupo especial de rotacionesalrededor del punto
x, actuando sobre el n-edro asociado a T, que denotamos Gn[x] y es
isomorfo de SO (n). Su expresi�on es:

� [x ] (dt) = dun� 1 ^ dun� 2 ^ � � � ^ du1; t 2 Gn[x]; (6.25)

donde duk es el elemento de �area de la esferaunidad k-dimensional Sk ,
y por tanto,

Z

Gn [0]

� [0] (dt) = On� 1On� 2 � � � O1: (6.26)

Por ejemplo, para de�nir la densidad cinem�atica de una �gura T en R2

consideramosun diedro xX Y r��gidamente asociado a T, con lo cual,

� (dg) = � 2 (dx) ^ d�; g 2 G2; x 2 R2; � 2 S1; (6.27)

donde � esel �angulo que forma el semiejeorientado xX con un eje �jo. Para
una �gura T en R3 asociamosun triedro xX YZ r��gidamente a T, con lo cual,

� (dg) = � 3 (dx) ^ sin � d� d� ^ d� ; g 2 G3; x 2 R3; (�; � ) 2 S2; � 2 S1;
(6.28)

donde (�; � ) son las coordenadaspolares de la direcci�on de xZ , y � es una
rotaci�on alrededor de xZ .
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La Ec. (6.24) sugiere que el movimiento g es la composici�on de una
translaci�on del punto asociado x con una rotaci�on independiente alrededor
de x. La translaci�on queda descrita por n coordenadas, y la rotaci�on por
(n � 1) + (n � 2) + ::: + 1 par�ametros adicionales,(v�ease(6.25)), de manera
que el n�umero total de par�ametros necesariospara describir la posici�on y la
orientaci�on de T en Rn esn (n + 1) =2. Con lo antedicho podemosespeci�car
mejor la notaci�on. DenotaremosTx;t a la �gura T con punto asociado x 2 Rn

y orientaci�on t 2 Gn[x], con lo cual

Tx;t � gT0;0; g 2 Gn : (6.29)

En virtud de(6.26), el elemento deprobabilidad invariante para rotaciones
sepuedeescribir

P(dt) =
� [0] (dt)

On� 1On� 2 � � � O1
; t 2 Gn[0]: (6.30)

Para construir un elemento de probabilidad inducido por la medida ci-
nem�atica es preciso considerar un espaciomuestral acotado, pues la integral
de � n (dx) extendida a Rn no est�a acotada. An�alogamente a (6.8) y (6.9) nos
interesael elemento de probabilidad de una �gura Tx;t de dimensi�on r que sea
IUR cortando a una subvariedad acotada y �ja Y � Rn de dimensi�on q, con
lo cual r 2 f n � q; n � q + 1; :::; ng. Su expresi�on es

P(dx; dt) =
� (dg)Z

Y \ gT0;06= ;
� (dg)

=
� n (dx) � [0] (dt)

Z

Gn [0]

� [0] (dt)
Z

Y \ Tx;t 6= ;
� n (dx)

=
� n (dx) � [0] (dt)

Z

Gn [0]

� n

�
Y � �T0;t

�
� [0] (dt)

=
� n (dx) P(dt)

E� n

�
Y � �T0;t

� ;

(6.31)

donde �̀ ' denota la suma de Minkowski, v�easex8 y Fig. 7 y la E (�) es con
respecto a rotaciones, (6.30). En general la integral de normalizaci�on en el
denominador de (6.31) es expresableen funci�on de las Quermassintegrales
de Y y de T s�olo si card(Y \ gT) = 1 para todo g 2 Gn , (la herramienta
es la f�ormula cinem�atica de Blaschke-Santal�o, que omitimos por brevedad).
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Afortunadamente, en x3 queda claro que dicho c�alculo no es necesarioen la
pr�actica.

Como se comprueba en x3.2, una herramienta muy �util en este contexto
es la f�ormula de Crofton para �gur as acotadas,

Z

Gn

� q+ r � n (Y \ gT0;0) � (dg) =
OnOn� 1 � � � O1Oq+ r � n

OqOr
� q (Y ) � r (T0;0) ;

(6.32)

que complementa a la (6.14).

7 EP�ILOGO Y AGRADECIMIENTOS

El presente art��culo responde en primer lugar a la amable invitaci�on del
Profesor Jos�e L. Fern�andez P�erez, que en 1998 me ofrec��a las p�aginasde La
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reolog��a". Consciente de la di�cultad y responsabilidad de la tarea, el tiempo
fue pasando{p or lo cual pido tard��as disculpas{ hasta que el Profesor Tom�as
Recio Mu~niz, compa~nero de departamento e involucrado en la edici�on de La
Gacet a, me reiter�o la invitaci�on en 2002. Mi motivaci�on ya hab��a recibido
un impulso de�nitiv o en noviembre de 2001,al conocersela triste noticia del
fallecimiento del Profesor Luis A. Santal�o, maestro y amigo desde1972cuan-
do, siendo yo un doctorando en la Universidad de She�eld fascinadopor su
libro de 1953,decid�� escribirle solicit�andoleseparatas.Su amablecontestaci�on,
que reproduzco aqu��, (Fig. 15) marc�o el comienzode una relaci�on de amistad
{p or carta, y personal en diversosencuentros{ que se mantuvo a lo largo de
los a~nos y que fue para mi de inestimable valor. Recientemente la C�atedra
Llu��s Santal�o de la Universidadde Gerona, a trav�esde su Director el Profesor
CarlesBarcel�o, me invit�o amablemente a participar en el homenaje al Profesor
Santal�o que organiz�o en noviembre 2002,(Barcel�o, 2002), y la preparaci�on de
la correspondiente charla sent�o los cimientos de esteart��culo. Todo ello, unido
al aprecio que siento por la RSME y por amigos como el Profesor Antonio
Mart��nez Naveira, que tanto han hecho por resucitarla, y ahora por mantener-
la, ha contribu ��do a que mi tarea haya sido muy agradable.Mi agradecimiento
se haceextensivo a todos los amigos y colegascon los que he compartido {y
sigo compartiendo{ Estereolog��a y buenosmomentos.

8 L ISTA DE S�IMBOLOS

� bA: Estimador de una cantidad �ja A.

� 1Y (x): Funci�on indicador del subconjunto Y , esdecir 1Y (x) = 1 si x 2 Y
y 1Y (x) = 0 si x 62Y .
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Figura 15

� ^ : Producto exterior (usado en formas diferenciales),v�easepor ejemplo
Santal�o (1961).

� � : Suma de Minkowski o adici�on de subconjuntos, es decir Y � T =
f y + x : y 2 Y; x 2 Tg para Y; T � Rn . El lugar geom�etrico delospuntos
x tales que Tx;t corta a Y esprecisamente Y � �T0;t , esdecir, Y � �T0;t =
f x : Y \ Tx;t 6= ;g .

� Bk : Bola unidad k-dimensional.

� bk : Volumen de la bola unidad k-dimensional, Ec. (6.12).

� card(�): Cardinalidad, o n�umero de partes separadasde que consta el
conjunto entre par�entesis.
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� CV2 (Z ) = Var (Z ) =(EZ)2, donde Z esuna variable aleatoria.

� @Y : Super�cie del subconjunto Y .

� dim (�): Dimensi�on de la subvariedad entre par�entesis.

� E (�): Valor medio o esperanzamatem�atica de la variable aleatoria entre
par�entesis.

� Gr ;n � r : Grassmanianopara r-subespaciosno orientados en Rn .

� Gn : Grupo especial de movimientos en Rn .

� Gn[x]: Grupo especial de rotaciones en Rn con un punto �jo x 2 Rn ,
isomorfo del grupo SO (n).

� I : N�umero de interseccionesentre una sondalineal o curvil��nea (esdecir,
de dimensi�on 1) y una subvariedad de dimensi�on n � 1 en Rn .

� J0;t : Loseta fundamental de una partici�on de Rn , con punto asociado en
el origen y orientaci�on t 2 Gn[x].

� � x;t : Sonda sistem�atica de base acotada (Ec. (3.6)), o de r-planos,
(Ec.(4.2)).

� L r : Subespacioaf��n r-dimensional, o r-plano en Rn , (x6.1).

� L r [0]: r-subespacio,esdecir r-plano que pasapor el origen, (x6.1).

� L r ;z;t : Notaci�on alternativa a L r para especi�car que el r-plano pasapor
el punto z y tiene orientaci�on t, (x4.1).

� L n� 1 (h): Hiperl�amina de espesorh en Rn , (x6.3).

� � (�): Medida cinem�atica, (x6.4).

� � [x ] (�): Medida invariante para rotacionescon un punto �jo x, (x6.4).

� � k (�): Medida �nita del contenido de una subvariedad acotada en Rn .
Si �esta es un conjunto de puntos, entonces � 0 (�) es su n�umero; � n (�)
representa la medida de Lebesgueo volumen de un subconjunto de Rn ,
y � k (�), k = 1; 2; :::; n � 1, es la medida de Hausdor� (v�easepor ejem-
plo Jensen,1998), (tal como la longitud de una curva, el �area de una
super�cie, etc.)

� O (�): u = O (v), (\ u es de orden v") si u=v permaneceacotado cuan-
do u y v dependen de un par�ametro que tiende a un l��mite concreto.
Conceptosrelacionadosson u = o(v), (\ u es de orden inferior a v") si
u=v ! 0, y por �ultimo, u � v si u=v ! 1.
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� Ok : �Area de la esferaunidad k-dimensional, (Ec. (6.5)).

� P(�): Probabilidad del sucesoentre par�entesis. En este art��culo P(dx)
representa el elemento de probabilidad de una variable aleatoria, esdecir
la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en un entorno
in�nitesimal del punto x.

� P: N�umerodepuntos deuna sondaquecortan a un subconjunto acotado.

� Rk : Espacioeucl��deo k-dimensional.

� Rk;l : Raz�on de contenidos o medidas de dos subvariedades acotadas,
Rk;l = � k (Yk ) =� l (X l ) ; � l (X l ) > 0.

� Sk : Esfera unidad k-dimensional.

� � k;t : Translaci�on, v�eansex3.1 y x4.1.

� Tx;t : Sondabasecon punto asociado x y orientaci�on t, (x3.1).

� �T0;t : Sim�etrico de T0;t con respecto al origen, es decir, �T0;t =
f� x : x 2 T0;t g.

� Var (Z ): Varianza de la variable aleatoria Z , es decir, Var (Z ) =
E (Z � EZ )2.

� X k ; Yk : Subvariedadesde dimensi�on k en Rn .

� Y
0

t : Proyecci�on ortogonal de un subconjunto Y � Rn sobre un (n � r )-
subespaciode orientaci�on t, (x6.1).

� � (�): Funci�on Zeta de Riemann.
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