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LA CoLuMNA DE M ATEM ATICA COMPUT ACIONAL
Seccon a cargode

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta,
en cada uno de los numeros de La Gacet a, alguna cuestion ma-
tematica en la quelos calculos, en un sentido muy amplio, tenganun
papel desta@do. Para cumplir este objetivo el editor de la columna
(sin otros meritos que su interesy sin otros recursos que su mejor
voluntad) quisiera contar con la colaloracion delos lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que seindica al pie de paginal) los
trabajos y sugeencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO :::

el profesorde la Universidad de Cantabria, Luis Manuel Cruz Orive, con-
tribuy e con un extensoart culo en el que se presenan, al publico de La Ga-
cet a, los fundamenos de la Estereologa.

Como el mismo autor reconcace al nal del art culo, no ha sido facil con-
seguir que este trabajo se escribay sedifunda en La Gacet a. Me cabe el
honor y la suerte de haber culminado con exito una invitacion que inicio Jose
Luis Fernandez Perez hace cinco aros y que reitere yo a su autor hace uno,
precisamettie con el animo de dar a conocer un campo de las matematicas
computacionalestan desconaido en Esparay enel que, graciasa Luis y a sus
colaboradores,destacamostanto.

La triste circunstancia del fallecimiento de Sartalo y la participacion de
Cruz Orive en el acto de homenge al maestro Sartalo organizadoen Gerona
el pasadonoviembre, fueron decisivas para conseguirque Luis Cruz dejara a
un lado sus ocupacionesdiarias en la investigacbn y distrajera algun tiempo
para plasmar, por escrito y en extenso, las ideasque preserio en aquel acto.

Ademas de agradecerlea Luis Cruz Orive el esfuerzorealizado le pido
disculpas, desdeaqu, por mi atrevimiento al insitir en seralarle las pautas
editoriales de La Gacet a (estilo divulgativ o, tip ologa del lector, etc.) y por
mi insistencia, a lo largo de estosultimos meseshasta conseguirel manuscrito.

Espero que el lector de La Gacet a corvenga conmigo, tras la lectura
del art culo, que la tarea ha merecidola pena, porque el resultado ha sido
realmerte espkendido.

1Tomas Recio. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias.
Univ ersidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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Estereolog a: Punto de encuentro
de la Geometr a Integral, la Probabilidad vy la Estad stica.
En memoria del Profesor Luis A. Santal o (1911{2001)

por

Luis M. Cruz-Oriv e

RESUMEN

La Estereologa esuna ciencia multidisciplinar que dicta reglasde mues-
treo geonetrico para estimar cantidades de nidas en objetos espacialegcomo
estructuras biologicaso minerales) tales como volumenes,numero de celulas,
poros o inclusiones,super cies, longitud de bras, lamentos o dendritas neu-
ronales, etc. Al necesitarla contribuci on de la Geometra Integral, la Proba-
bilidad y la Estad stica, y cubrir mutiples aplicaciones,esimposible abarcar
todoslos aspectosde la Estereologa en un soloart culo. Por razonesde gusto
personal,por ir el art culo dedicadoa la memoria del ProfesorLuis A. Sartalo,
y por contar La Gacet a con numerososlectores con conccimientos de Geo-
metr a Integral y Probabilidad, nos hemosdecartado por explicar brevemerte
como la Estereologa nace de la fusion de ambas disciplinas. Pero quizas, la
motivacion principal es sugerir que pasemosel art culo a nuestros alumnos,
puesde su vocacion y energa dependela transmision del hermosolegadodel
Profesor Sartalo.

1 INTR ODUCCI ON

1.1 CONCEPTO Y MOTIV ACION

No esdif cil concebir un metodo para estimar el volumen de una patata
pero, >esobvio como estimar su super cie? En la corteza cerebral humana
hay unas20 10° neuronas.>Como seconace esta cifra? (>Habra alguien que
las haya corntado todas?) En 1 mm3de musculo soleo hay alrededor de 1.5 m
de capilares sanguneos (de unas 6 m de diametro)... (>c0mo se puede me-
dir todo esto?). Los metodos estereobgicos estan consideradoscomo los mas
e cientes, a menudo los unicos de que sedispone para estimar sin sesgocarti-
dadesgeonetricas {como volumen, super cie, longitud detubulos o dendritas,
numerode part culas, celulasu organulos enun compartimento acotado,carac-
ter stica de Euler-Poincare (0 conectividad) de una estructura, etc.{ a partir
de seccione® proyeccionesdel espaciode referencia.Cuando en 1963sefunda
la Sociedad Internacional de Estereologa, (International Sciety for Stereo-
logy, ISS), (Haug, 1987;Weibel, 1987), el termino "Estereologa’ (derivado del
griego " 0& = solido) sede ne como “la ciencia de la interpretacion tri-
dimensional de imagenesbidimensionales'. Desdeentonces, la Estereologa se
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ha convertido en un campo de investigacbn solidamene aseriado en la teor a
del muestreogeonetrico, siempreinspirado enlas aplicaciones,y hoy seconci-
be con mas generalidad como muestreo geonetrico e inferencia estadstica en
espaciosde dimension arbitraria {e incluso en espaciosno eucldeos(Santalo,
1995; Gallego, 2000){ aunque esto esta aun poco desarrollado. Para una revi-
sion informal veaseCruz-Orive (1997), que se puede completar con Karlsson
& Cruz-Orive (1997), Stoyan et al. (1995) y Jensen(1998). Para una intro-
duccion elemenal con enfasiseminertemene practico veaseHoward & Reed
(1998).
Como caracter sticas basicasde la Estereologa cabe destacar:

(a). La metodologa es esencialmete estadstica, basadaen muestras rela-
tivamerte pequetas obtenidas a partir de la interseccon del objeto de
interes con una sondageonetrica de propiedadesconccidas. Por tanto,
la Estereologa no requiere la reconstruccion de objetos.

(b). No serequiere ninguna condicion fuerte en cuano a la forma del objeto
{p or ejemplo, no esnecesaricaproximar celulas o part culas por esferas.
Si setrata de objetos acotadosbasta con que su medida seaacotada (es
decir, sedescartanpor ejemplo los fractales, aunquela teor a correspon-
diente no esta muy alejada de la Estereologa).

(c). En la Estereologa por disero el objeto se supone no aleatorio, y es
necesariocortrolar el mecanismoaleatorio que gobierna la posicion y
orientacion de la sondapara que la estimacion seainsesgada.Esta esla
Estereologa que seaplica a objetos acotados,especialmerie en Biocien-
cias. Cuando la replicacion de sondasno es problema, la insesgadezes
mas importante que la precision, ya que estaultima se puede aumenrtar
inde nidamente aumertando la intensidad del muestreo. En la Estereo-
log a por modelo el objeto se consideracomo una realizacion de un con-
junto aleatorio cerrado, (‘random closedset', "'RACS', veaseStoyan et
al., 1995) normalmerte estacionario (es decir, invariante con respecto a
translaciones); en este casola posicion de la sondapuede ser arbitraria.
Si el conjunto aleatorio esademas isotropo (es decir, invariante con res-
pecto a rotaciones) entocesla orientacion de la sondatampoco afecta a
la insesgadeale la estimacion. La Estereologa por modelo esta directa-
mente relacionadacon la Geometra Estocastica, y esutil sobretodo en
cienciasde materiales,dondelos objetos que seanalizan en el laboratorio
suelenestar limitados por cortes arti ciales (como en un trozo de roca)
y no por fronteras naturales (como en un cerebroo un pulmon).

(d). El Analisis de Imagen esun disciplina subsidiaria destinada a facilitar
la obsenacion y medida automaticas de imagenesde seccionesLa Este-
reologa seencargade que el muestreoseaadecuado.

El caracter interdisciplinario dela Estereologa serevelaenlas Actas de los
congresode la ISS, que secelebrancada dos aros desdel1961.Una lista par-
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cial de cienciasbiomedicasque utilizan la Estereologa incluye la Anatom a,
Fisiologa, Neurociencias, Patologa y Toxicologa, as como la Botanica, la
Tecnologa Forestal, la Radiologa, y las cienciasde la alimentacion. Entre las
areasno biomedicasdestacanla Edafologa, F sica, Metalograf a, Mineralog a,
Petrograf a, y cienciasde materiales en general{y en cierta medida la Geo-
graf a, Geofsicay Astronom a. Aunque a priori pudiera parecerinverosmil,
todas estasdisciplinas comparten tip os de problemas que solo se puedenre-
solver por metodos estereobgicos.

1.2 NOTAS HIST ORICAS

En sus or geneslos cient cos que desarrollan la Estereologa obtienen
resultadosparcialesutilizando metodosad hac. Por ejemplo, el geologofrances
August Delessedescubrequela fraccion de volumen de un mineral enunaroca
coincide con el valor medio de la fraccion de area del mineral en una seccon
dela roca, (Delesse,1847). Mastarde, el geologoruso A.A. Glagolev propone
estimar el areade una gura plana cortando los puntos de una rejilla regular
gqueintersectanla gura (Glagolev, 1933), etc.

Paralelamerte, la Probabilidad Geonetrica {nacida mucho antes a partir
del celebrado problema de la aguja resuelto por el naturalista frances Geor-
ge Louis Leclerc, Condede Buon (1707{1788),(Buon, 1777;veaseMiles &
Serra, 1978y Fig. 1){ sedesarrollaa lo largo del s. XIX y principios del XX
gracias a Pierre Simon de Laplace (1749{1827), Morgan W. Crofton (1826{
1915), Henri Poincare (1854{1912), Robert Deltheil (1890{1972),etc. A partir
del s. XX surgela Geometra Integral como fundamento solido de la Probabi-
lidad Geometrica. Partiendo de la obra clave de Elie J. Cartan (1869{1951),la
escuelade Wilhelm J. E. Blaschke (1885{1962) en Hamburgo irradia una gran
in uencia atravesde susdisc pulos, ertre los que seencuertra el matematico
hispano-argetino Luis Antonio Sartalo Sors(1911{2001), (Fig. 1). Cabe tam-
bien destacaral matematico suizoHugo Hadwiger (1908{1981),creadorde una
escuelarelativamerte independierte (Debrunner et al., 1982).

Salw contadas excepriones,la Probabilidad Geometrica y la Geometra
Integral se desarrollan obedeciendoa un interes puramente matematico, al
margen de aplicaciones concretas. Que nosotros sepamos,la primera obra
integradora de ambas disciplinas con referencia a aplicacioneses el valioso
libro de Kendall & Moran (1963). No obstante, la Estereologa cortin ua desa-
rrollandosemuy lentamente al margende dichasdisciplinas matematicas hasta
los aros 1970.El nexo de union esobra del matematico anglo-australiano Ro-
ger E. Miles (1935{), discpulo de Patrick A.P. Moran (1917{1988), (segundo
autor del citado libro). En marzo de 1977,Ewald R. Weibel (1929{), Director
del Instituto de Anatom a de la Universidad de Berna, organiza un Curso de
Estereologa e invita a R.E. Miles, el cual, motivado por los problemasreales
planteados en el curso, ejerce una gran in uencia con una serie de trabajos,
varios de ellos escritos con su alumna Pamela J. Davy, (Davy & Miles, 1977;
Miles, 1978;Miles & Davy, 1976,77). En junio de esemismo aro 1977secon-
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Conde de Buffon (1707-1788) Problema de la aguja (1777)
Luis A. Santalp (1911-2001) Teorema de redes uniformes
Figura 1

memoraen Par s el 200 aniversario de la publicacion por parte de Bu on del
citado problema de la aguja (Miles & Serra, 1978). Dichas reunionesy otras
posteriores,congresoscursospatrocinados por la ISS, etc., van conformando
un grupo de investigadores(Fig. 2) que sigue cortribuy endo al desarrollo de
la Estereologa.

1.3 VISITA OBLIGAD A AL PROBLEMA DE LA AGUJA

El problemadela agujade Bu on esnotable porque, siendoel masantiguo
gue se conoce sobre Probabilidades Geonretricas, encapsulael espritu y la
esenciade la Geometra Integral y la Estereologa.

El problema se puede enunciar as (Fig. 3a): \Se lanza al azar una aguja
0 barra delgadade longitud | sobre un entarimado cuyas juntas son rectas
paralelasa una distancia h > |. Calcular la probabilidad de que la aguja corte
a una de las rectas".
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Figura 2

Bu on resuele el problema por un metodo ad hoc; como esbien sabido

el resultado es 2l=( h). En perspectiva, sin embargo, el problema plantea
cuestionesde alcance,como resumimosa cortin uacion.

).

(ii).

>Como modelamosla posicion de un segmemo “al azar' en el plano?
Distintas eleccionepuedendar lugar a distintas soluciones,a la manera
de las famosas paradgas de Bertrand' (Kendall & Moran, 1963) que

causaroncierta confusion a principios del s. XX. Esta esuna de las cues-
tiones que motivo el nacimierto de la Geometra Integral; una solucion
razonable es equipar al segmemo con un elemerio de medida que sea
invariante con respecto al grupo especial de movimientos en el plano
(es decir, con respecto a translacionesy rotaciones); dicho elemerio se
conoce como densidad cinematica de Blascthke-Sanalo (x6.4). De esta
manera cada problema tiene una solucion unica que no depende de la
eleccon de los parametros ni de los ejesde coordenadas.Ademas dicha
solucion concuerdalogicamene con el experimento f sico (lanzamiernto
del segmeno "al azar').

Otro escolloimportante era extender al contexto geonetrico el popu-
lar conceptode probabilidad como "numero de casosfavorablesdividido

por el numero de casosposibles'{sencillo, o al menosnatural cuando se
trata de espaciosmuestrales nitos y discretos, como es el casoen los
juegos de dadosy naipes, pero no tan natural cuando dichos espacios
son cort nuos. El concepto de “numero de casos' se substituye por el
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Figura 3

de medida invariante de posicionesde un objeto geonetrico (la aguja)
gue satisfaceuna condicion dada (por ejemplo que la aguja corte a una
recta). Dicha medida es una integral (generalmere de Lebesgue)con
respecto a un elemeno de medida invariante (como la citada densidad
cinematica). Para ilustrar el funcionamiernto de estasideascornviene sus-
tituir el enunciado del problema por otro equivalente (Fig. 3b): \Una
aguja de longitud | ocupa una posicion ja cualquieraen el interior de
un crculo de diametro h > |. Una recta corta al crculo al azar. Calcular
la probabilidad de que la recta corte tambien a la aguja”. EI modelo de
‘recta invariante' implica: (a) la densidadinvariante del angulo de la
recta conun eje jo esd enelintervalo (0; ],y (b) para cadaorienta-
cion la densidadinvariante de la distancia z de la recta al certro del
crculo esdz enelintervalo (  h=2; h=2]. Con estoesfacil veri car quela
medida de las rectas que cortan a la aguja es2l, mientras que la medida
de las rectas que cortan al crculo es h, y el cociente esla solucion del
problema de Bu on.

Una vez justi cados los papelesde la Geometra Integral y la Proba-
bilidad Geonetrica en la resolucbn del problema es sencillo explicar el
espritu de la Estereologa. Supongamosque la longitud | > 0 de la agu-
ja es desconeida y queremosestimarla mediante muestreo. Para ello
lanzamosla aguja independiertemente al azar un numero dadon 1
de vecessobre un sistema de rectas paralelas (que juega el papel de
una sonda geonetrica) a una distancia concacida h > 1, y contamos el
numero de vecesl en que la aguja corta a una de las rectas. Entoncesl|
esuna variable aleatoria Binomial cuyo valor medio esEl = np, donde
p= 2l=( h) esla probabilidad de corte dada por la solucion de Bu on.
De aqu resulta que un estimador insesgadode | es

|
=sh (1.1)
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y su precision, dada por el coe ciente de variacion al cuadrado, es

_var(®) 1 p_ const
cvip) = 7 o Em

As pues,la Estereologa:

(1.2)

(a). Utiliza un metodo de muestreo estrictamerte inducido por la densidad

invariante de la sondageornetrica elegida.

(b). Incorporala Estad stica construyendovariables aleatoriasadecuadascu-

yos parametros son solucionesofrecidaspor la Geometra Integral.
ello seabre el camino a las aplicaciones.

Las siguiertes obsenacionesson oportunas:

Con

En el ejemplo, la cartidad a estimar puedeseruna cualquieraenre
las cuatro I;h; 2y cuandolas otras tres sesuponenconccidas. De
hedo, la estimacion del numero atravesdel experimeno de Buf-
fon tiene una literatura muy extensa(veasepor ejemplo Corberan
& Montes, 2000).

En la practica escorriente que seala sondala que se superponeal
azar sobreel objeto a estudiar.

El nal del parrafo (ii) sugiereque la integral del numero de puntos
de interseccon erntre una recta invariante y una curva ja de longi-
tud nita L es2L {(el numero de interseccionesnre una circunfe-
renciay una recta que la corta essiempre 2, con lo cual la medida
del numero de rectas que cortan al crculo essu permetro h, co-
mo hemosvisto). As pues, si superponemosal azar una plantilla

transparente de rectas paralelasa una distancia h sobreuna curva
nita delongitud desconeida L, (Fig. 3c), y contamos el numero |

de interseccioneertre la curvay lasrectasde la plantilla, entonces
podemosestimar L mediante

b:§h|: (1.3)

T picamerte en Estereologa el estadstico relevante (I en este ca-
s0) es una medida de conteo, es decir un numero natural, y los
estimadoresson estrictamente insesgadossi se respetan las reglas
de muestreo;por ejemplo en la Fig. 3c las variables aleatorias z;
sonuniformeseindependiertesen (0; h] y en(0; ] respectivamerte,
(x4.1).

Predecir la varianza de estimadorescomo P esun problema cuyo
interesy di cultad semantienen vigentes desdehacepracticamerte
un siglo; veasepor ejemplo Cruz-Orive & Gual-Arnau (2002).



LA GACETA 477

1.4 OBJETIV O DE ESTE ARTICULO

Nuestro objetivo es revisar brevemerte las ideas basicas del muestreo
geonetrico como elemerio integrante de la Estereologa por disero. Tras una
breve introduccion (x2), en x3 y x4 obtenemosalgunasecuacionefundamerta-
lesdela Estereologa combinando resultadospertinentes de Geometra Integral
con el conceptoestadstico. En x5 ilustramos de una manera esquenatica un
disero inspirado en la Biomedicina. Finalmente, en el Apendice se ampl an
algunosdetalles, y en x8 seresumela notacion.

Salw que se especi que lo contrario, todos los resultados de Geometra
Integral utilizados se encuerran en el libro Sartalo (1976), o son sencillos
corolarios. Tambien hemosencorirado utiles la tesina Gual-Arnau (1991)y la
tesis Davy (1978).

Por razonesde coherenciay espacioquedansin describir importantes as-
pectosde la Estereologa. En particular, no sedescriben:

(). La Estereologa por modelo y los fundamentos de la Geometra Es-
tocastica (Stoyan et al., 1995;Jensen,1998; Medke & Stoyan, 2000).

(ii). La Estereologa de part culas (Miles, 1985; Jensen& Gundersen, 1985,
1989;Gundersen,1986;Cruz-Orive, 1987b;Karlsson & Cruz-Orive, 1997,
Jensen,1998; Ohser & Meucklich, 2000).

(iii). La Estereologa Local, que utiliza sondasque cortienen un subespacio
lineal jo de dimension inferior {p or ejemplo un haz de rectas o planos
conun punto jo, un hazde planosconunarecta ja, etc., (Cruz-Orive,
1987b; Jensen& Gundersen,1989;Jensen,1998).

(iv). Disenos verticales (Baddeley et al., 1986; Gokhale, 1990; Cruz-Orive &
Howard, 1991; Cruz-Orive, 2000).

(v). La Estereologa para estimar propiedadesde segundoorden { esdecir,
propiedadesque caracterizanen parte la distribuci on espacialde elemen-
tos geonetricos (Ripley, 1981;Diggle, 1983;Cruz-Orive, 1989b;Baddeley
et al., 1993; Stoyan et al., 1995;Jensen,1998).

(vi). Aspectos estadsticos de tip o teorico (Baddeley & Cruz-Orive, 1995;
Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1996) y analisis estadstico de datos este-
reologicos(Cruz-Oriv e, 1980; Jensen& Sundberg, 1986).

(vii). Precision de estimadoresobtenidos por muestreosistematico (salvo bre-
ves apuntes en x2.2), (Matheron, 1965;Kieu et al., 1999; Gundersenet
al., 1999; Gual-Arnau & Cruz-Orive, 1998,2000,2002; Garc a-Firana &
Cruz-Orive, 2000a,b; Cruz-Orive & Gual-Arnau, 2002).

(viii). Morfolog a Matematica (Serra, 1982; Glasbey & Horgan, 1995).
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Queda por tanto claro que el preserie art culo abre solo una pequera
vertana al profuso paisge de la Estereologa y materias a nes. Dos de las
revistas masrelevantes para seguirel desarrollode la Estereologa son Journal
of Microsmpy (Oxford, U.K., revista o cial dela ISS) y Advanesin Applied
Prokability (She eld, U.K.).

2 MUESTREO GEOMETRICO: CONSIDERA CIONES BASICAS

2.1 SOND AS INDEPENDIENTES

Consideremosuna gura plana acotadaY  R? cuya area A queremos
estimar, (Fig. 4a). El primer pasoeselegir una sondageonetrica adecuada.

Engeneral,siY R" esunasubvariedad acotadade dimensiondim (Y) =
g Oy elegimosunasondaT dedimensiondim (T) = r, entoncesla dimension
dela interseccon Y \ T es

dmM\ T)=q+r n G0 (2.1)

de donde se deduceque podemostomar
r=n qgn q+1:;n: (2.2)
La eleccon de una sondade dimension mnima r = n g sueleser la

mas comoda porque entoncesY \ T esun conjunto de puntos (que suponemos
nito), en principio facilesde contar.

® ®)

Figura 4

As pues, para el problema consideradouna sondaadecuadaesun punto
x 2 R2. El siguierte paso es equipar a la sondacon el elemerto de medida
invariante con respecto a translacionesy rotaciones, como ya indicamos en
x1.3(i). La Geometra Integral nos dice que para un punto x 2 R" dado por
suscoordenadascartesianasx = (X1;X2;:::;Xn), dicho elemeno esel elemerto
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devolumendx = dx;dx,  dxp. Esto parecelogico, puesel contenido de un
objeto no dependede su posicion u orientacion. En nuestro caso,

Z z z

o(Y\ x) dx = 1y (x) dx = dx = A, (2.3)
R2

R2 Y

(la notacion viene explicada en x8).

El tercer pasoesconstruir un elemeno de probabilidad para la sondaque
seaproporcional a su elemeno de medida invariante y que posibilite el mues-
treo y la estimacion. La integral de dx sobreR? no esta acotada, y por lo tanto
es necesariode nir un espaciomuestral acotado. Si elegimosel subconjunto
mismo Y, entoncesel elemero de probabilidad correspondiente es

P (dx) = 1y (x) dATX; x 2 R%; (2.4)

que utiliza la constarte de normalizacion calculada en (2.3). Vemosque este
elemerto de probabilidad involucra la cantidad desconeida A y no sugiereun
metodo para muestrear realizacionesde x en el interior de Y. Por lo tanto,
la eleccon no es adecuada.En general es convenierte elegir un subconjunto
acotado de referenciaque contenga a Y y que permita el muestreo de una
manera sencilla. La eleccon mas natural para muestrear puntos invariantes
en R" es un hipercubo. En nuestro caso podemos suponer sin perdida de
generalidadque Y se puedeincluir en el cuadrado unidad (0; 1)%, (Fig. 4b) {
estoimplica que0 < A < 1. El elemeno de probabilidad de un punto aleatorio
uniforme en (0; 1]* es:

( dx; x 2 (0;1F;

PEX= o x620:11:

(2.5)

queno dependede A. Las coordenadas(u1; uz) de unarealizacion de x sondos
numeros aleatorios uniformes e independiertes en el intervalo (0; 1]. Es facil
demostrar que la probabilidad de quex corteaY esA; de aqu sededuceque
six = (ug;up) corta ayY, entoncesx esaleatorio uniforme enY (esdecir, la
distribuci on condicional correspondiente esel segundomiembro de (2.4)). Con
estaspropiedades,el muestreode puntos aleatoriosuniformes e independiertes
enY essencillo: Basta con descartar aquellospuntos que no cortan a Y.

Ahora ya estamosen condicionesde diserar un experimento para esti-
mar A. Generamosun numero jo n 1 de puntos aleatorios uniformes
e independiertes en (0; 1], y cortamos los P que cortan a Y. Entonces P,
(P = 0;1;:::;n), esuna variable aleatoria Binomial con media EP = nA, con
lo cual

A= (2.6)

S|
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esun estimador insesgadode A, y su precision se mide por

1 A _ const

2 -
CV(A))‘W EP

(2.7)

(analogaa (1.2)).

2.2 MUESTREO SISTEM ATICO

El disero precedenie no pasade serun recursodidactico. En la practica es
incomodo trabajar consondasindependiertes; masimportante aun, CV 2(,c*?) =
O (1=EP), lo cual, comovamosa ver a cortin uacion, esmejorable conun disero
diferente y facil de aplicar.

Comencemoscon un problema sencillo (Fig. 5): Estimar la longitud L de
un segmeno derecta jo Y  (0;1]. Como en el ejemplo anterior podemos
muestrear n puntos uniformes e independiertes en (0; 1], (Fig. 5a). Si P de
ellos cortan a Y obtenemosel estimador conacido

— P . 2 — 1 L .
b ~ CV P) =5 (2.8)
Ahora bien, en lugar de tomar n puntos independiertes, procedamoscomo
sigue. Tomemosun punto aleatorio uniforme x en el intervalo (0;v;], donde
vi1 > 0 esuna constarte ja conccida que llamaremosel per odo de muestreo.
(Para muestrear x elegimosu uniforme en (0; 1] y tomamos x = viu). El
sistemade puntos equidistantes

x = fx+ kvi; k2 Zg; P(dx) = Lg.y,(X) (\j/—x; (2.9)
1

esuna sondasistematica (‘test system'’) uniforme en R. Cortemos el segmemo

Y con esta sondasistematica (Fig. 5b). EI numero de puntos de interseccon

P = o(Y\ ) esunavariable aleatoria con la siguierte distribucion, (vease
por ejemplo Cruz-Orive, 1989a),

P P= VL =1 ;
|_1 (2.10)
PP= — +1 = ;
Vi
donde = frac(L=v1) = L=v1 [L=vi1] v [z] denota la parte ertera de un

numero z. La mediay la varianza de P se calculan facilmente, y a partir de
ellas obtenemosel siguierte estimador insesgadode L y su precision:
(1 ) _ const.

— . 2 —
P=vP; CV¥(b)= EF7 " (&P

(2.11)

De esteejemplo podemosya sacarlas siguiertes consecuencias.
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(a).

(b).

(©).

—
0 X V; X+Vv; - 1

Figura 5

El muestreo sistematico esmas sencillo de aplicar que el independierte,
y solo requiere generaruna sonda aleatoria.

La varianza se suele reducir drasticamerie; en el ejemplo, se pasa de

O (1=EP) para el muestreo independierte a O l=(EP)2 para el sis-
tematico.

La prediccion de la varianza es mas complicada (en generalmucho mas
complicada) bajo muestreosistematico que bajo muestreoindependierte.

La extensn del muestreo sistematico a lo largo de un eje al muestreo

sistematico en el plano essencilla (Fig.6).

().

(ii).
(i)

(iv).

Elegimos una "~ gura fundamertal' o ‘loseta’' Jg con la cual se pueda
generaruna particion periodica del plano.

Elegimosun punto aleatorio uniforme x en el interior de Jg.

La extensin periodica de x (en el sertido que explicaremosen x3.1)
constituye una sondasistematica de puntos  en el plano.

Contamos el numero P de puntos de la sondaque cortan a Y. Un es-

timador insesgadode A esh = VvoP, dondev, = ,(Jg) esel areade
Jo.

Un problema mucho menostrivial {que ya intereso a Karl F. Gauss (1777{

1855){ espredecirla varianza de R. Parauna gura Y cualquierauna formula
exacta requerir a una caracterizacon precisade la forma de Y, lo cual hace
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+ o+ o+ o+

+ 5 +
+ +
+ oo+
_____ . Y
X+ +  +
Vv, |

JO

Figura 6

gue dicha formula seainaccesibleen general. Los casosdel crculo { ya abor-
dado por Gauss{ o la esfera,sontratables, pero complicados(Kendall, 1948;
Kendall & Rankin, 1953). Una actitud realista de cara a la practica esbuscar
aproximaciones. Si Jo esun cuadrado y la sondade puntos esisotropa con
respecto a Y (es decir con orientacion aleatoria uniforme, cosaque por otra

parte no esnecesariapara que el estimador R=v,P seainsesgado),entonces

cvZ R L 1 )

C — ————— = — + 0.0724 2.12
2 px (EP)3_2 2 2 ( )

ol

2

donde L; A represenan el per metro total (posibles cortorn(bs_interiores in-
clu dos)y elareade Y, respectivamerte, detal maneraquelL=" A esun factor

deforma. SiY esun crculo, obtenemosCV?2 R 0:26=(EP)3=2; por ejemplo
contando una media de P = 16 puntos en el interior del crculo el error de
estimacion es solo del 6% aproximadamerte. Estas aproximaciones son debi-
das a GeorgesMatheron (1930{2000), Matheron (1965, 1971), veasetambien
Gundersen& Jensen(1987), Matern (1989) y Cruz-Orive (1989a, 1993). En
el penultimo art culo, para un subconjunto Y R" cortado por una son-
da sistematica de puntos uniforme e isotropa tal que Jg esun hipercubo, se
obtiene

n 1(@) 1

2 |
VR e Ty gy

(2.13)

donde la expresbn de la constarte ¢, puedeverseen el art culo; en particu-
lar, c; 0:1667 c, 0.0724 c3  0:0656. La prediccion de las propiedades
del muestreosistematico en R estan relativamerte bien estudiadas,pero para
R"; n 2 quedamucho trabajo por hacer.
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3 SONDAS SISTEMATICAS DE BASE ACOTADA

Vista la esenciade la Estereologa por disero, preseriamos algunosresul-
tados generalesque subyacenen la practica totalidad de las aplicaciones.En
esta seccon consideramossondassistematicas de baseacotada, mientras que
en x4 consideramossondassistematicas de subespaciodineales.

3.1 TEOREMA DE SANTALO

Consideremosel esquemaintroducido en x6.4: La subvariedad acotada
movil To.o de dimension r, (ilustrada por un rectangulo en la Fig. 7) juega el
papel de sondabase,mientras que la subvariedad acotada ja Y de dimension
g(q=0L:5nr=n gn g+l::5n) tieneunamedida 4(Y) desconeida
que esel objetivo de la estimacion.

vl ,
Figura 7
Consideremosademas una funcion f : Y \ Ty; ! R" invariante con

respecto al grupo especial de movimientos G, (esdecirf (X) = f (gX) para
toda subvariedadacotadaX R"y g2 Gy), ytal quef (;) = 0.Una integral
candidata para resoI\Zer el problema es

I1 f (Y\ gToo) (dg)

A Z (3.1)

= [o] (dt) f Y\ Tut) n(dX);

Gno] Y Toxt

dondela notacion vieneexplicadaenla Fig. 7y enx8. Sin embargo, el elemerio
natural de probabilidad invariante (6.31) que gobiernaala sondaTg.o cortando
a 'Y esincomodo de manejar porque la integral de normalizacion depende de

Y, (el problema aqu esanalogo al planteado por la Ec. (2.4)).
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La alternativa que abre el camino a las aplicacionesse basaen una cons-

truccion que Sartalo (1940) llamo red uniforme (Clattice of domains'), (Figs.
1y 8), y cuyas propiedades se dedico a pulir (al parecer sin sospdar su
transcendenciapractica) alo largo de varias decadas.La construccion escomo
sigue.

(ii).

x,t
xLod
J Ly
O,t | ’
3‘]0,0 —
0 t/ ( y
Tttt
[ I
X+t ¢ !
| L
Jk,t i X,t
Figura 8

. Elegimos una ‘loseta fundamental' para R", es decir un subconjunto

acotadoJpp R" conun punto ascaciado que suponemossituado en el
origen, que posibilite una particion fJy.0; k 2 Zg de R", (por ejemplo,
en la Fig. 8 la loseta fundamertal es el rectangulo de mayor tamaro).
Las condicionesson,

[

R" = J;0s Jko\ Jio= k6 I
k22
Jko=Jdoot+ ko k2Z;

(3.2)

donde .o esunatranslacion quelleva a Jy.o a coincidir conJg,o y deja
la particion invariante para cadak 2 Z.

Elegimos una sondabasica To,o de dimension r que pueda inclu rse en
la losetafundamental, esdecir, Top.o  Jo.0. Aunque no esnecesariopara
la estimacion insesgada,para la estimacion consisterte es corvenierte
suponer que Tp.p esuna retraccion reticular' ('lattice retract’) de Jo.o,
veaseGual-Arnau & Cruz-Orive (1996). El sistema
T .00 k2 27z ;

0:0 = (33)
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esuna red uniforme de sondabasicaTg:.

A continuacion describimos como se aplica un movimiento g (x;1)
(segun la notacion introducida en x6.4) a la red .0, esdecir, como seaplica
la transformacion

g 00= xt- (3.4)

En primer lugar giramos la particion fJy-o; k 2 Zg aplicando a Jo,o una rota-
ciont 2 Gyo alrededor del origen cuya imagen es Joy, (Fig. 8), y generamos
la correspondierte particion (ya girada) fJy.; k 2 Zg de R". Ahora,

Jkt = Jo + kit K2 Z; (3.5)

donde . lleva a Ji: a coincidir con Jot dejando invariante la particion
girada para cadak 2 Z. A cortinuacion elegimosun punto x 2 Jot, con lo
cual,

st = T+ ity K22Z 5 x2 Jog; 12 Gy (3.6)

esla transformacion buscada.
Consideremosahora la integral
Z Z
D= o] (dt) f(Y\V xt) n(dx): (3.7)

Gno] Joit

Para el ejemplo de la Fig. 8 el integrando es una funcion invariante de la
interseccbn gris oscuraenre la gura Y y el sistemade sondas;la integral se
extiende a x variando en el interior de Jg, y 0 t< 2 .

TEOREMA DE SANTALO. Lasintegrales(3.1) y (3.7) coinciden, esdecir,

|1 = |2: (38)
Demostracion. Recordandola invarianza de f obtenemos,
Z Z
1 oj@dt)  f(Y\ Txt) n(dx)
Zoo <z
= (0] (dt) f(Y\ Txt) n(dx)
ZGn[01 k2Z ZJk:t
X (3.9)
= (0] (dt) fY\N Ter ot n(d(X+ i)
G, Jo:
A k22 ot

= [0] (dt) f(Y\ xt) n(dx)
Gno] Joit
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NoTA. En Sartalo (1976) la de nicion de | ; sebasaen que .0 permanece
ja, y esla gura Y la que se mueve con un punto asaiado x 2 Jg,0 Y un
giro t 2 Gy, mientras queaqu hemossupuestoqueY esja y oo semueve
transformandoseen .. Esteultimo metodo parecemasarti cial; sin embargo
cuando se analiza una imagen Y al microscopio esta suele mantenerse ja,

mientras que i sepuedegenerarfacilmernte con ayuda de software especial.

3.2 MUESTREO DIRECTO ('FRA CCIONADOR) Y METODO DE LA RAZ ON

El teorema de Sartalo cobra sertido estadstico cuando los parametros
(x;t) delared xi semuestreansegin el elemeno de probabilidad

o7 (dt) n (dXx)
On 10n 2 O, n (JO;O)’

P (dx; dt) = t 2 Gppops X 2 Jogts (3.10)

sugeridopor la integral | ,, que esmucho massencilloy ventajoso queel (6.31).
Es decir, primero se sometela red a un giro t isotropo segin (6.30), y luego,
independiertemerte, setraslada por un punto aleatorio uniforme x en Jg;. El
resultado ., vease(3.6), esuna sondasistematica (isotropa y uniforme) de
baseacotada To;o.

En la practica, el teoremade Sartalo y el elemerio de probabilidad (3.10)
se explotan eligiendo f q+r n. Por de nicion

P

E Y\ xt)= !
gtr n ( xit) On 104 2 O1 n(JO;O)’

(3.11)

y comol, = |1 y la integral I, viene dada por la formula de Crofton (6.32),
seobtiene

Oqor n (JO;O)

Y) =
q( ) Onoq+r n r(TO;O)

E gtr n (Y \ X,t) ; (3.12)

que permite estimar 4(Y) de una manera directa obsenando

gr n(Y\ xt) (por ejemplo el area gris oscura en la Fig. 8) y multi-
plicando este estadstico por una constarte conccida y por el perodo de
muestreo conccido n (Jo.0) = r (To:o). Notese que la introduccion de la
sonda sistematica otorga al metodo una gran ventaja practica sobre los
sugeridospor identidades como (6.15) o0 (6.19). El metodo esun casoespecial
del “fraccionador’, vease por ejemplo Gundersen (1986, 2002), Ogbuihi &
Cruz-Orive (1990), Cruz-Orive (1990).

A merudo la subvariedad Y  Yq esta inclu da en un subconjunto de
referencia X, es decir Yq Xn R", y ademas q+r n(Y\ xt) no se
puede obsenar directamernte y serequiere aumertar las seccionesal micros-
copio. En este caso,en una primera etapa se muestrean bloques sistematicos



LA GACETA 487

n-dimensionalesde X, {lo su cientemene pequearos como para poder obser-
var sus seccionesal aumerto requerido sin problemas{ utilizando una son-
da sistematica de orientacion arbitraria (tomamos t = 0) con base Toy,
dim (To.0) = n, (Fig. 13c). Con esto podemosescribir la identidad

qa(Yg) = n(Xn) Rgn; (3.13)

en la que sebasael metodo de la razon. Aplicando (3.12) sucesiamerte a Yy
y a X, y dividiendo miembro a miembro, la razon Rqn sepuedeexpresar

a(Ye) _ E q(Yq\ xo0) .
Rgin CXn) T EnXn\ xo) (3.14)

y se puede estimar a partir de la muestra sistematica de bloques

Xn\ Tx+ 000 K2 Z  (con x uniforme aleatorio en Jo,0) mediarte etapas
posterioresde muestreo sistematico, como veremosen x5. A su vez, el volu-
mendereferencia , (Xn) sepuedeestimar independiertemente por el metodo
de Cavalieri (x4.2).

4 SONDAS SISTEMATICAS DE I'{PLANOS

En Estereologa por disero la primera etapa del muestreo(destinada a es-
timar , (Xp) enla relacion (3.13)) sueleconsistir en seccionarel subconjunto
de referencia X, en rodajas mediarnte hiperplanosde corte L, 1. La teora
revisada en x6.3 corresponde estrictamerte a r-planos IUR e independiertes
cortando a X,. En la practica esto sera factible para una sola replicacion,
puesuna segundarequerir a reunir los fragmertos producidos por la primera.
Un disero comodo, ampliamente utilizado, esel de cortes paralelos{es decir,
no independientes{ lo que implica utilizar sondassistematicas de r-planos a
intervalos regulares (Fig. 5b y 11a). El objeto de esta seccon es desarrollar
esteimportante concepto.

4,1 ADAPT ACION DEL TEOREMA DE SANT AL O

En estaseccon corviene adaptar ligeramerte la notacion clasicaadoptada
enx6.1.As pues,unr-planoL, sedenotaral,.,, dondez = L;.t\ L .0t €S
el punto deinterseccon del r-plano con su complemerto ortogonal, esdecir con
el (n  r)-subespacioortogonal Ln r0t Ln (g, Mientras quet represerta
su direccion (Fig. 9). Por lo tanto, Lt = Lot + z. La densidad invariante
(6.2) para r-planos se puede escribir

dLr;Z;t = nr (dZ) A dt, Z 2 Ln r;o;t t 2 Gr;n r: (41)

Para construir una sondasistematica de r-planos:



488 LA COLUMNA DE MATEM ATICA COMPUT ACIONAL

Ln-ro0t L

r,0t
Lrzt

Lrzt

LLOJ

Figura 9

(). Generamosuna orientacion aleatoria isotropa {es decir, con el elemerio
de probabilidad (6.3){ paraladirecciont 2 G;.,  del(n r)-subespacio

Ln r;0;t-

(). En dicho subespacioelegimosuna loseta fundamertal Jo: Ln rot
de dimension dim (Jot) = n r, con orientacion arbitraria derntro del
subespacio,y congruerte con una loseta ja Jo para todo t, (Fig.12).
Con ella constru mos la correspondierte particion fJy.t; k 2 Zg, donde
Jkt = Jot + kit Y Kkt €suna translacion que lleva Jy¢ a coincidir
con Jo dejando la particion invariante para cadak 2 Z y para cada
t2Grn v

(ii). Generamosun punto aleatorio uniforme z en Jo; e independierte de t.
El sistema

Z;t = Lr;z+ Kt ’[, k 2 Z , (42)
con elemerto de probabilidad
dt n r(dz) .

dt nr (JO) ’
Gr;n r

P(dz;dt) = £ 22 Jot; t2Grin v (4.3)

esuna sondasistematica de r-planosconperodo , r(Jo) Vn r.

Consideremosahora una subvariedad acotada ja Y R" dedimension g,
cuyo cortenido ¢(Y) esdesconaido. La integral de Crofton (6.14) se puede
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escribir
Z Z
I1 dt q+r n(Y\ Lr;z;t) n r(dz)

Gr;n r Ln ;05t
z $"Z

= dt g+r n(Y\ Lyzt) n r(d2)
Grin r J ;
z I;(ZZZ ) 4.4

= dt gtr n Y\ Lig+ ket N r (dz) (44)

Gr;n r VA JO;t
z v

= dt grr n (YN 24) n ¢ (d2)
Gr;n r Jo;t

l2;

queviene a seruna adaptacion del teoremade Sartalo para el casode r-planos
en lugar de sondasacotadas.Por lo tanto, para estimar ¢(Y) cortamosY con
la sondader-planos(4.2), (r = n g n q+ 1;::n). Por de nicion, el valor
mediodel contenido dela interseccon conrespectoal elemerio de probabilidad
(4.3) es

|
E grr n(Y\ 24)= —Z 2 ; (4.5)
dLr[O] n r(JO)

rnor

y acabamosde demostrar quel, = |1. A suvez, |, viene dada por la formula
de Crofton (6.14) con lo cual obtenemos

04Or

Y)= ——
1) = 5,001 +

nr(Jo) E g+ r n(Y\  24); (4.6)
queviene a serla formula dual de la (3.12) para sondasde r-planos.

4.2 ESTIMADORES DE CAVALIERI Y DEL ‘FAKIR'

Las sondasde r-planos mas corrunes son la de rectas paralelas en R?,
(consideradaen x1.3 en el contexto de la aguja de Buon), y la de planos
paralelos en R3, o sondade Cavalieri, llamada as en honor del matematico
italiano Bonaventura Cavalieri (1598{1647), (Fig. 10), discpulo de Galileo.
Como seexplica en Cruz-Orive (1987a), el signi cado del trabajo de Cavalieri
enla Estereologa modernaesrelevante porque sufamosoteoremano sere ere
a objetos geonetricos especiales,sino a solidos de forma arbitraria.

En general,una sondade Cavalieri en R" constade hiperplanosparalelos
(r = n 1) a una distancia constarte 1(Jg) V1. En particular, poniendo
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g = n en (4.6) el volumen requerido en el segundomiembro de la identidad
(3.13) seexpresa

dz
n(X)=vi En 1(X\ 20, P(z)= 10 (2) V_l: (4.7)
Por ejemplo, en R® el estimador de Cavalieri, (Fig.11),
X
bS(X) =V 2 (X \ I—2;z+ kv1;0) ; (4-8)
k2z

esinsesgadopara el volumen de X . La prediccion de la varianza de bz (X)

Bonaventura Cavalieri Principio de Cavalieri (1635)

Figura 10

a partir de una sola muestra de secciones (X \ Laz+kv;,:0); K2 Zg esun
problema dif cil que seha estudiado en detalle (veanselas referenciasen x1.4,
(vii)).

Otra sondade interesen R® esla del “fakir' (en alusion a la clasicacama
de agujasdel fakir) que consta de rectas paralelas que emergende una sonda
sistematica de puntos enun plano normal a ellas. Para estimar un volumen con
la sonda uniforme del fakir se multiplica el area de la loseta fundamertal de
dicha sondade puntos por la suma de las cuerdasinterceptadas en el objeto
(Fig. 12). En Cruz-Orive (1993) se estudia la prediccion de la varianza de
este estimador. Para estimar la super cie del objeto mediante la Ec. (4.6) {
problema sugeridoen la primera | neade la Introduccion ...{ esprecisoque la
sondaseauniforme e isotropa. No obstante, el disero vertical esmas comodo
para estimar la super cie de un objeto (Baddeley et al., 1986).

Por ultimo, otro casoparticular importante de (4.6) {o tambiende (3.12){
esla estimacion de un volumen mediante una sondasistematica de puntos en
R3, (esdecir, conr = 0). Cuando la sondaesademasisotropa, una prediccion
conccida de la varianza esla (2.13).
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Figura 11: Aplicacion del estimador de Cavalieri (4.8) ala estimacion del volumendel
cerebrohumano (modi cado a partir de McNulty et al., 2000, Fig. 2, con la asistencia
del Profesor Neil Roberts, Universidad de Liv erpool).

Las sondasmencionadas,y muchas otras, son de interes crecierte en la
Estereologa contemporaneabasadaen el rastreo no invasivo de objetos, vease
Cruz-Orive (1997) y Kub nova & Janacek (2001).

5 COMBINA CION DE HERRAMIENT AS EN LA PRACTICA

Parailustrar la utilidad de las ecuacione<itadas en esteart culo describi-
mos brevemene un disero t pico de Estereologa en Biocienciascon referencia
alas Figs. 13y 14.

Setrata de estimar el area » (Y) dela super cie alveolarY en el interior
de un lobulo pulmonar X, (que suponemosde unos 5 cm de proyeccon lineal
maxima). Es decir, el esquemaesY X R3. Para obsenar Y esnecesario
usar un aumerto lineal nal no inferior a 400 por lo cual un disero viable es
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Lzt

Figura 12: Sondadel Fakir cortando un objeto.

el basadoen un casoparticular de la identidad (3.13),

2(Y)= 3(X) Rags; (5.1)

y el problema se reduce as estimar el volumen de X por un lado y la razon
R2z  2(Y)=3(X) por otro.

Para estimar 3(X) inclu mos X en un medio solido facil de cortar (nor-
malmente agar), y cortamos el bloque en seccioneslternativamerte nas (al-
rededorde 1 mm) y gruesas(de unos5 mm de espesor), (Fig. 13a).Los detalles
puedenversepor ejemplo en Michel & Cruz-Orive (1988). EI mencionadovo-
lumen seestima por el metodo de Cavalieri (4.8) a partir de las seccionesnas.
El area de cada seccon seestima a su vez mediante una sondade puntos en
el plano como en la Fig. 6, (aqu seaplica (4.6) conn = g= 2; r = 0). Una
version actualizada de la prediccion de la precision del estimador combinado
(seccionesy puntos sistematicos) puedeverseen Garc a-Firana et al. (2003).

Para estimar la razon Ry.3 primero cortamos bloquessistematicos a par-
tir de las seccionesgruesas(Fig. 13c), basandonosen la relacion (3.14). A
cortinuacion, cadabloque seincluye en un material adecuado(metacrilato, o
bien algunaresina especial) utilizando moldesde forma eskrica (Nyengaard&
Gundersen,1992), lo cual facilita cortes sistematicos IUR mediante una sonda
de planosparalelos, (Fig. 13d) { en el laboratorio estaoperacion serealiza con
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Figura 13: Ejemplo de aplicacion de la teor a revisadaen esteart culo para estimar
el area de una super cie (en R®) en el interior del objeto en (a), la cual necesitaun
aumerto importante al microscopiopara ser obsenada (veasexb).

un microtomo especial. El estimador de Ry.3 sebasaen aplicar (4.6) sucesia-
merte aY y a X conr = 2,y dividir miembro a miembro. Formalmente la
ecuacon resultante essimilar a la ecuacon fundamerntal (6.19), pero el disero
essistematico, de manera que hay que substituir L, por el sistemade planos
paralelos . As pues,para cadabloque,

R23 = 0301 E 2(X\ 1)
_4 Ei(Y\ ) (5.2)
Eo(X\ xt)
4

— Ruyo2;
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dondeRj.2 esla razon de la longitud total media de las curvas de interseccon
entre la super cie alveolar en el bloque y los planos de seccon, dividida por
el areatotal media de pulmon en las mismas secciones.

A suvez,paraestimar R1.2 esa menudo necesariovolver a aplicar muestreo
sistematico en cada seccon (esta vez de campos de vision o micrograf as, pues
estamosen R?, Fig. 13e), otra vez en la | nea de la Ec. (3.14). Por ultimo,
sobre cada micrograf a seaplica una sondaconbinada de segmetnos de recta,
que denotaremos (M (para cortar interseccionescon las seccionesurvil neas
super cie alveolar Y;) y de puntos, que denotaremos (© (para cortarlos sobre
las seccionegle pulmon X ; enla mismamicrograf a), veanseFig. 13fy Fig. 14.
En virtud del procedimiento ilustrado enla Fig. 13d, la sondade la Fig. 13fes
IUR relativa al objeto aunque su posicion absoluta seaarbitraria (horizontal).
Aplicando la Ec. (3.12) sucesiamerte ala seccondeY conn= 2, q=r = 1,
y ala secconde X conn= qg= 2, r = 0, y dividiendo miembro a miembro,
obtenemos,

B 0 TO Eqo v\ @D
2 ,T@ E 4 X\ O

R1;2 = (53)

Por ejemploen las Figs. 13fy 14, o T@® =, T@ = p=|= 1=I, porque cada
segmeno de recta de longitud conccida | (a la escaladel pulmon, es decir,
corregida por el aumerto) lleva asaciado p = 1 punto de sondaen su extremo
izquierdo. La substitucion de (5.3) en (5.2) sugiereel siguierte estimador,

P
#?2;3 =2 LIID; (54)

—1

donde los sumatorios se extienden al total de micrograf as obtenidas en todas
las seccionesde todos los bloques de todas las rodajas gruesasmuestreadas
del lobulo pulmonar {es decir, setrata en realidad de sumas cuadruples. El

smbolo | esequivalerte a () en el numerador de (5.3), esdecir el numero
de interseccionesentre la super cie alveolary los segmemos de sondaen una
micrograf a, mientras que P esequivalene a ¢ () enel denominadorde (5.3),

es decir el numero de puntos de sonda contados en el pulmon en la misma
micrograf a.

El procedimierto descrito seimplementa en los laboratorios especializados
de una manerarutinaria (Weibel, 1979). En la parte estadstica {p or ejemplo
en la construccion de estimadoresoptimos alternativos al (5.4) (que esel esti-
mador clasicode la razon, veasepor ejemploCochran, 1977),y enla estimacion
de su error{ quedamucho trabajo por hacer que dista de sertrivial, como el
lector podra facilmernte apreciar.
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Figura 14: Micrograf a de una seccon de parenquimapulmonar (de unas0.07 m de
espesor, para microscopa electronica) analoga a la Fig. 13f. Se ha superpuesto una
sonda sistematica de | neasy puntos de prueba para estimar la razon de super cie
alveolar al volumen del pulmon mediante conteo de interseccionescon la super cie
alveolar, y de puntos en el total del pulmon. En humanosla super cie alveolar total
media esde alrededorde 120 m?(equivalente al areade una pista de tenis). La seccon
procededel estudio Cruz-Orive & Weibel (1981).

6 APENDICE

6.1 DENSIDADES Y ELEMENTOS DE PROBABILID AD INVARIANTES PARA [{
SUBESPACIOS Y I'{PLANOS

Sean(x1;X»;:::;Xn) las coordenadascartesianasde un punto en R". Los
conceptosde recta y plano vienen generalizadospor el de subespacioafn o
pplano L., de nido por n r ecuacionedinealesindependiertes de la forma

LoajXi = p;J = 1L2::;n r,dondelas a; y p; sonconstartes. Un
r-subespaciol ;g €sun subespacioaf n que pasapor el origerlg, dadoporn r
ecuacioneslineales sin termino independierte de la forma = [L; ajx; = 0.

Noteseque L, esuna translacion de un r-subespacioparalelo L g a lo largo
de su complemerto ortogonal L, ,[o;- Esdecir, Ly = L,oj+ z, dondez = L\
Ln r[o] €sel punto de interseccon del r-plano con su complemerto ortogonal.
El espacioGy;,  de todos los r-subespaciosno orientados L ;g sobrelos
gue actua el grupo de rotacionesde R" sellama el Grassmaniano('Grassmann
manifold’). La expresbn de la densidadinvariante dL ,[o; en esteespacioviene
dada en Sartalo (1976, Ec. (12.27), (12.34)). Existe una corresppndencia 1{1
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enre L ;g y sucomplemero ortogonal L, g, de maneraque
dlijo = dby oy r = 0,150 (6.1)
La densidadinvariante para r-planos es
dLr = o ((d2)"dLy o =015, (6.2)

esdecir el producto del elemerio de volumen en el complemero ortogonal de
L, (responsabledela posiciondelL ), por la densidadinvariante que acabamos
de ver para dicho complemerto, (responsablede la orientacion de L ).

Para construir un elemero de probabilidad invariante basta con dividir
la correspondiente densidad invariante por la integral de dicha densidad ex-
tendida al espaciomuestral. Para r-subespaciosescribiremos,

P(dt) = ,_d;t; t2 Grp ! (6.3)

dt
Grn

(en esteart culo P(d ) denota la probabilidad de que una variable aleatoria
cortinua tome un valor en un entorno in nitesimal {por ejemplo, para una
variable aleatoria unidimensional cortinua X el elemeno de probabilidad es
P(dx) P(x< X x+ dx)). El denominadorde (6.3) esla medidatotal del
Grassmaniano,

Z Z
On 1On 2 On r
dt dL g1 = r=010n; 6.4
Grn Grn o] Or 10r 2 Op (6.4)
donde
2 %
O = o k=0;1::;n; (6.5)

2

esel areade la esferaunidad k-dimensional, (Og= 2; O1 =2 ; O, = 4 ; ).
Por ejemplo, en R? el elemeno de probabilidad para una recta no orientada
que puedegirar un angulo alrededorde un punto jo es

P )=2d: (0 < ): (6.6)

Para una recta analogaen R?,

P(d;d)=2i sin d d; (O <2;0 < =2); (6.7)
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donde(; ) sonlas coordenadaseskricasde la direccion de la recta. Para un
plano que puedegirar alrededorde un punto jo el elemeno de probabilidad
es el mismo porque a cada plano que cortiene un punto jo le corresponde
una recta normal por dicho punto, y viceversa, (Ec. (6.1)).

Para r-planos es necesarioelegir un espaciomuestral de medida acotada,
porque la integral de n r (dz) extendidaa z 2 L, ;g no esta acotada. En
las aplicacionesesutil el elemeno de probabilidad para r-planos que cortan a
un subconjunto jo Y R" dedimension n. La integral de normalizacion es

Z Z Z Z
dL, dt P (dt) st (dz)
Y,

Y\L,6; ZGr;n r Grn t

(6.8)

dt E o ()
Gr;n r

donde Yto represerta la proyeccbn ortogonal de Y, (es decir, la union de las
proyeccionesortogonales de todos los puntos de Y), sobre el complemerio
ortogonal L, o] de orientacion dadat, y E r(Yto) es el valor medio (con
respecto a P(dt)) de su volumen (n r) dimensional. Con este resultado
el elemento de probabilidad para un r-plano aleatorio isotropo y uniforme
cortandoa Y, (CIUR', “isotropic uniform random', un termino intro ducido por
R.E. Miles), es,

n r(dz) dt

P(dz;dt) = —Z ; (6.9)
dt E n (Y,
Gr:n r

enelrecinto f(z;t): L, \ Y 6 ;q, y cerofueradeel.
El elemerio de probabilidad anterior sedebe interpretar como condicional
al sucesoL,\ Y 6 ;, quellamaremos™'. Una descompmsicion instructiv a es,

P(dz;dtj") = P(dtj") P(dzjdt;");

a (YD) P(dt)

Pdtj") = ; 12 G oy,

E . l'(YtO) (6.10)
P(dzjdt;") = =7 (dzo); 22V,
nor Y

dondeP( j ) denota probabilidad condicional. La interpretacion de la segunda
Ec. (6.10) es:En el conjunto de todos los r-planos que sabemoscortan a Y,
la orientacion t de uno cualquiera de ellos no esisotropa, sino proporcional al
contenido de Yto. En el ejemplo de la aguja de Buon (Fig. 3b) el elemerio
de probabilidad de las rectas que cortan al crculo es(6.6), pero el de las que
cortan a la aguja esproporcional al senodel angulo que forma la recta con la
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aguja. La interpretacion dela tercera Ec. (6.10) es:Dada una orientacion cual-
quierat, la posicion de un r-plano con dicha orientacion esuniforme aleatoria
sobreYtO.

El cason = 3;r = 2 sedescribe en detalle en el art culo fundamental,
Miles & Davy (1976).

6.2 FUNCIONALES DE MINK OWSKI

La expresbn (6.8) tiene una interpretacion interesarte cuando el subcon-
junto de interesescorvexo, K R". En estecasola cartidad

bn

W, (K) = En (Ko (6.11)
b v
donde
k
_ Ok 1 _ 2 o
b = T %+1, k=1;2:; (6.12)
esel volumen de la bola unidad k-dimensional (b, = 2; b, = ;b3 = 4 =3; :3),

se conace como Quermassintegral (del aleman “Quersdnitt’, seccon), me-
dida seccional media, o funcional de Minkowski. Se trata simplemerte de
una cantidad proporcional a la medida invariante de r-planos que cortan a
un cuerpo corvexo. En particular, Wo(K) = (K) esel volumen de K,
Wi (K) = n 1, 1(@) esproporcional a la supercie de K, W, 1(K) =
(bh=h) E 1(Kt°) es proporcional a la proyecccon lineal media (o calibre me-
dio) deK,y Wy (K) = by.

Siun subconjunto no corvexoY sepuedeconsiderarcomounaunion nita
de cuerpos corvexos{ esdecir, si Y perteneceal "anillo convexo' (Hadwiger,
1957; Schneider, 1993) { ertonces los funcionales de Minkowski se pueden
generalizarponiendo

b © ‘
W, (Y) = P (dt) card Y\ Lyg+2z n r(d2)
bn r Grn r Ln r[o] (613)
b, 0
= E Yi);
h,] i n r( t)

donde Yt0 ahorarepresena la proyeccon ortogonal total de Y, (esdecir, inclu-
yendo multiplicidades), sobreel complemeno ortogonal L, (o de orientacion

dadat,y E , r(Yto) esel valor medio de su contenido (n  r) dimensional
total. Por ejemplola proyeccon delaletra sobreun ejevertical essualtura,
mientras que su proyeccbn total, en el presene serido, esdosvecessu altura.

Con la de nici on precedene siguenvaliendo para Y las equivalenciasda-
das mas arriba (si bien, por ejemplo W, 1 (Y) esproporcional al valor medio
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de la proyeccbn lineal total de Y, y no a su calibre medio en general, como
acabamosde ilustrar). Con todo ello, el conceptode funcional de Mink owski,
generalizadoo no, no es de mucha utilidad en Estereologa (notese que no
ha sido necesarioutilizarlo en x6.1, ni lo volveremosa utilizar), y lo hemos
descrito solo porque esun conceptoclave en Geometra Integral.

6.3 ECUACIONES CLASICAS DE LA ESTEREOLOG IA

Consideremosuna subvariedad acotada Yy R" de dimension g; q =
0;1;:::;n, cuyo cortenido ¢ (Yy) esdesconaido. Para estimar ¢ (Yy) propo-
nemos cortar Yq por un r-plano aleatorio isotropo y uniforme (IUR') L.,
r=n qn g+ 1::;ny medi la interseccon.

La herramienta que resuele el problema esla formula de Crofton para
r-planos,

z On0O
grr n(Yg\ Ly)dL, = dg — 41

(Yo); (6.14)
Yo\ L+ 6; Grin r Oqor i

si bien esteresultado (del cual la Ec. (2.3) esun casoparticular) no sugiere
un metodo claro de muestreo. Aqu podemos utilizar los dos metodos que
describimosa cortin uacion.

METODO DEL CONVEX O DE REFERENCIA  Consideramosun subconjunto con-
vexo conccido de referenciaK R" tal que K  Yg, y cortamos K por el
r-plano IUR L. Recordandoel elemerio de probabilidad (6.9) paraL, conK
enlugar de Y, (del cual Ec. (2.5) esun casoparticular), y usandoEc. (6.14)
obtenemos,

En (Kp ) Egir n(Yq\ Ly): (6.15)

El estadstico relevante, obsenable enseccioneses qg+r n(Yq\ L), perosub-
sistenalgunos problemaspracticos: Aungue conozcamo<l subconjunto de re-
ferencia K y podamos calcular su proyeccon media E , r(Kﬁ ), No esta
claro como muestrear correctamerte L, cortandoa K. Sig=nyr = 0 el
muestreo es sencillo tomando un hipercubo de referencia,como ya vimos en
x2.1.Sig< n;r<nyqg+r n,enoncesuna eleccon adecuadaparaK esla
bola unidad n-dimensional B, para la cual E | r(Bf, ;) = b . Con todo,
estemetodo es de caracter mas didactico que practico, si bien puede ser util
en experimertos de simulacion.

METODO DE LA RAZON Consideramosuna segundasubvariedad acotadaX ¢
R" dedimension s, y suponemosque su cortenido s(Xs) esconccido. La idea
consisteen estimar ¢ (Yy) mediarte la identidad

a(Yo) = s(Xs) Rgs; (6.16)
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y el problema sereducea estimar la razon

a(Ya) .
s (Xs)

Suponemosque Ys Y X estan espacialmete proximos o relacionados.Para
facilitar el muestreo es corvenierte incluir la union de ambas subvariedades,
Ygq[ Xs enla bola unidad n-dimensional B,,. Generamosun r-plano IUR
L, cortando a B. Utilizando la Ec. (6.15) para Yq y para Xs, y dividiendo
miembro a miembro, obtenemos

Rgs = (6.17)

O¢Os+r n E gir n(Yg\ L)
Rgs = —1=> K A ; 6.18
*° 7 0sOqir n E ser n(Xs\ Li) (619

dondelas E () correspondenal elemerio de probabilidad de L, cortando a By,.

En la practica solo sesueleconsiderarel casos = n, y ademas X,  Yg,
de manera que el objeto a estudiar espor ejemplo pulmon X 3, (veasex5) del
cual se deseaestimar el areatotal ,(Y>) de la super cie alveolar Yo,  Xs.
Ejemplosde estetip o de esquemguedenverseen Cruz-Orive & Weibel (1981).
La idea deincluir X, enla n-bola B,, esmasdidactica que practica, pero de
momerto corviene presenarla para recordar que L, eslUR cortando a X,,.
La expresbn (6.18) sereducea

a(Y)) = OgOr  E ger n(Yq)\ Ly).
n(Xn) Oan+r n E r(Xn\ LI’) ’

Rn (6.19)

la cual encapsulalas llamadas ecuaciones fundamentalesde la Estereolog a
como casosparticulares (Miles & Davy, 1976; Weibel, 1979, 1980). Versiones
basicamene equivalentes a (6.19) puedenencortrarse en Miles (1972), Davy
& Miles (1977)y Davy (1978). Las siguiertes notas son oportunas.

(a). En Biolog a la razon (6.19) esun vehculo para estimar ¢ (Yq) mediarte
la identidad (6.16). Sin embargo, en Ciencias de Materiales dicha razon
sueleser el objeto del estudio.

(b). Unaventaja del metodo de la razon esque la estimacion de Rqn sebasa
solo en las cartidades qg+r n(Yq\ Ly) y r(Xn\ L), obsenables en
una misma seccon. Ademas, si ambas cantidades estan correlacionadas
positivamerte, como es normalmente el caso, cuanto mayor seadicha
correlacion menor sefa la varianza del estimador de R

(c). El volumen pivote , (X,) sesueleestimar independiertemente de Rqn
mediante el metodo de Cavalieri (x4.2).

(d). La equivalenciaformal ertre (6.19) y (6.15) serevela teniendo en cuerta
el resultado de tip o Cavalieri , (X,) = E p r(X,(: ) E r (Xn\ Ly).



LA GACETA 501

(e). Cuando g= 0, esdecir cuandola subvariedad de interesesun conjunto
de puntos o part culasy el parametro de interes es su numero ¢ (Yo),
ertonces hay que tomar r = n. Una sonda adecuadapara intersectar
al subconjunto de referenciaX, Yy esla hiperlamina ("hyperslab’)
Ln 1(h), de nida comola porcion espaciocomprendidaentre doshiper-
planos paralelos a una distancia ja h > 0 (por ejemplo L1 (h) esuna
banda de anchura h en R?). La densidad invariante de L, 1(h) esla
misma que la de una de sus caras, es decir, dL, 1(h) = dL, 1, pero
el elemerio de probabilidad de una hiperlamina IUR cortando a X ,, es
decir

Z din 3 : (6.20)

dLn 1
Xn\Ln 1(h)6;
no esel mismo que para un hiperplano porque la constarte de normali-
zacion esdiferente. Aqu la herramienta clave esla formula de Crofton
para Eiperlaminas

1
Yg\ Ln 1(h)6;

con la cual obtenemos

0(Yo) = n(Xn) E o(Yo\ Ln 1(N) .

E n(Xn\ I—n l(h)).

El denominadordel segundomiembro enla precederte relacion esun vo-
lumen, que a su vez sepuedereducir utilizando Ec. (6.14) obteniendose,

E o(Yo\ Ln 1(h))
h E n 1(Xn\ Ln 1),

donde las E() correspnden a la medida de probabilidad (6.20). La
ecuacon precederte es la identidad del disector, herramienta de gran
importancia en la Estereologa de los ultimos veinte aros para cortar
celulas o part culas de forma arbitraria. Los detalles practicos del disec-
tor no se completaron hasta la publicacion del art culo Sterio (1984),
(D.C. Sterio {un seudnimo utilizado por H.J.G. Gundersenen esaoca-
sion{ esun acronimo de \disector"). Hasta esaepoca el problema de
contar part culas se abordaba utilizando sondasde dimension inferior
a n, con lo cual era imperativo introducir restriccionesno realistas so-
bre la forma de las part culas (esfericidad, etc.). El “problemadel queso
suizo' (estimar el numero de agujeros “esgricos' en el mismo mediante
cortes planos), inspirado por los notables trabajos de Wicksell (1925,
26), genepo {y en cierta medida sigue generando{ una ingente cantidad
de literatura durante muchas decadas(veasepor ejemplo Cruz-Orive,
1983,y Ohser & Mucklich, 2000), hasta el punto de que aun se suele
asciar la Estereologa exclusivamerte con dichos problemas.

(6.22)

0(Yo) = n(Xn) (6.23)
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6.4 SUBV ARIED ADES ACOTADAS: MEDID A CINEM ATICA

En x6.1 hemostratado la densidad de medida invariante para r-planos,
(por ejemplo rectas en el plano). Aqu nos conceriramos en la densidadinva-
riante para subconjuntos acotados (por ejemplo un segmemo nito de recta
de longitud ja enel plano, un cubo de arista dada en el espacio,etc.)

Consideremosuna subvariedadacotadaT R" dedimensiondim (T) = r,
r = 0;1;::;n. Para evitar problemastecnicossuponemosque @ escorn nua
a trozos. Asociemosa T un punto X y un n-edro ortogonal certrado en x y
r gidamenrte ligado a T. Aunque no esestrictamerte necesariopodemossupo-
nerquex 2 T.

La posicion de T en R" quedadeterminada por la de x mas una rotacion
compuestadel n-edroascaciado. LlamemosG,, al grupo especialde movimientos
enR". La densidadinvariante buscadaesprecisamene el elemerto de volumen
de G,, y sellama densidadcinematica de Blaschke-Sanalo. Su expreson es

(dg) = n(dx)™ [(dt); g2 Gp; (6.24)
donde:
n (dx): Elemerto de volumen de R" en x.

ix] (dt): Densidad del grupo especial de rotaciones alrededor del punto
X, actuando sobre el n-edro ascciado a T, que denotamos Gy Y €s
isomorfo de SO (n). Su expresbn es:

x; (@) = dup 17 dup 2™ Mdug; t2 Gyyg;s (6.25)
donde duy esel elemeno de area de la esferaunidad k-dimensional S,
y por tanto,
z
oj(dt) = Oy 105 2 O (6.26)
Gnio

Por ejemplo, para de nir la densidad cinematica de una gura T en R?
consideramosun diedro xX Y r gidamerte ascciadoa T, con lo cual,

(dg)= »@dx)~"d; g2Gy x2R% 28 (6.27)

donde esel angulo que forma el semiejeorientado xX conun eje jo. Para
una gura T en R3 ascaciamosun triedro xX YZ r gidamerte a T, conlo cual,

(dg)= 3(x)~sin d d ~d; g2Gsz; x2R%(; )2 28
(6.28)

donde (; ) son las coordenadaspolares de la direccion de XxZ,y esuna
rotacion alrededor de xZ .
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La Ec. (6.24) sugiere que el movimiento g es la composicion de una
translacion del punto ascciado x con una rotacion independierte alrededor
de x. La translacion queda descrita por n coordenadas,y la rotacion por
(n 1+ (n 2)+ ::+ 1 parametros adicionales, (vease(6.25)), de manera
que el numero total de parametros necesariospara describir la posicion y la
orientacion de T en R" esn(n + 1) =2. Con lo antedicho podemosespeci car
mejor la notacion. DenotaremosTy; ala gura T con punto ascciadox 2 R"
y orientacion t 2 Gy,;, con lo cual

En virtud de (6.26), el elemerto de probabilidad invariante para rotaciones
se puede escribir

(o7 (dt)
On 10nh 2 O

P(dt) = ; t2 Gy (6.30)

Para construir un elemerno de probabilidad inducido por la medida ci-
nematica es preciso considerar un espaciomuestral acotado, puesla integral
de , (dx) extendida a R" no esta acotada. Analogamerte a (6.8) y (6.9) nos
interesael elemeno de probabilidad de una gura Ty dedimensionr quesea
IUR cortando a una subvariedad acotaday ja Y R" de dimension g, con
locualr 2 fn qgn g+ 1;::;ng. Suexpresbn es

P(dx; dt) = z— 99
(dg)
Y\ gTo:06;
_ 2 n (dx), [ (dt)
o7 (dt) n (dx)
Gnia Y\ Txt 6; (631)

S () @y

Gno]

n (dx) P(dt)
En Y Tor

donde " ' denota la suma de Minkowski, veasex8 y Fig. 7y la E() escon
respecto a rotaciones, (6.30). En general la integral de normalizacion en el
denominador de (6.31) es expresableen funcion de las Quermassinegrales
deY y de T solo sicard(Y\ ¢gT) = 1 paratodo g 2 G, (la herramienta
esla formula cinematica de Blasthke-Sarialo, que omitimos por brevedad).
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Afortunadamente, en x3 queda claro que dicho calculo no es necesarioen la
practica.

Como se compruebaen x3.2, una herramienta muy util en este contexto
esla formula de Crofton para gur as acmtadas

Z
Onon 1 O1Oq+r n
OqOr

grr n(Y\ gToo) (dg) = a(Y) r(Too):

(6.32)

Gn
gue complemerta a la (6.14).

7 EPILOGO Y AGRADECIMIENTOS

El presere art culo responde en primer lugar a la amable invitacion del
Profesor Jos L. Fernandez Perez, que en 1998 me ofreca las paginasde La
Gacet a \p or si quisiera escribir un art culo divulgativo y actual sobre Este-
reologa". Consciene de la di cultad y responsabilidad de la tarea, el tiempo
fue pasando{p or lo cual pido tard as disculpas{ hasta que el Profesor Tomas
Recio Muriz, comparero de departamerto e involucrado en la edicion de La
Gacet a, me reitero la invitacion en 2002. Mi motivacion ya hab a recibido
un impulso de nitiv o en noviembre de 2001, al conccersela triste noticia del
fallecimierto del ProfesorLuis A. Sartalo, maestroy amigo desdel1972 cuan-
do, siendoyo un doctorando en la Universidad de She eld fascinado por su
libro de 1953,decid escribirle solicitandole separatas.Suamable contestacion,
que reproduzcoaqu, (Fig. 15) marco el comienzode una relacion de amistad
{p or carta, y personalen diversosencueriros{ gue se mantuvo a lo largo de
los aros y que fue para mi de inestimable valor. Recietemerte la Catedra
Llu s Sartalo de la Universidad de Gerona, a travesde su Director el Profesor
CarlesBarcelo, meinvit 0 amablemerte a participar en el homenge al Profesor
Sartalo que organizo en noviembre 2002, (Barcelo, 2002),y la preparacion de
la correspondiente charla serto los cimientos de esteart culo. Todo ello, unido
al aprecio que sierto por la RSME y por amigos como el Profesor Antonio
Mart nez Naveira, que tanto han hedo por resucitarla, y ahorapor mantener-
la, ha corntribu do a que mi tarea haya sido muy agradable.Mi agradecimiero
se hace extensivwo a todos los amigosy colegascon los que he compartido {y
sigo compartiendo{ Estereologa y buenosmomertos.

8 LISTA DE SIMBOLOS

A: Estimador de una cartidad ja A.

1y (x): Funcionindicador del subconjunto Y, esdecirly (x) = 1six 2 Y
y 1y (x) = O six 62Y.
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Figura 15

" Producto exterior (usado en formas diferenciales),veasepor ejemplo
Sartalo (1961).

: Suma de Minkowski o adicion de subconjuntos, esdecirY T =
fy+x:y2Y;x2TgparaY;T R".Ellugargeonetrico delospuntos

x tales que Ty corta aY esprecisamene Y  Toi, esdecir, Y  Toi =
fx: Y\ Txt 6 ;0.

Bk: Bola unidad k-dimensional.
b¢: Volumen de la bola unidad k-dimensional, Ec. (6.12).

card(): Cardinalidad, o nhumero de partes separadasde que consta el
conjunto ertre parentesis.
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CV2(Z) = Var(2) =(EZ)2, donde Z esuna variable aleatoria.
@ : Super cie del subconjunto Y.
dim (): Dimension de la subvariedad erntre parertesis.

E (): Valor medio o esperanzamatematica de la variable aleatoria ertre
parertesis.

Gr.n : Grassmanianopara r-subespaciosno orientados en R".
Gn: Grupo especial de movimientos en R".

Gnix): Grupo especial de rotaciones en R" con un punto jo x 2 R",
isomorfo del grupo SO (n).

| : Numero de interseccionesertre una sondalineal o curvil nea(esdecir,
de dimension 1) y una subvariedad de dimensionn 1 enR".

Jo:: Losetafundamertal de una particion de R", con punto ascciado en
el origeny orientaciont 2 Gy

xt. Sonda sistematica de base acotada (Ec. (3.6)), o de r-planos,
(Ec.(4.2)).

L,: Subespacioaf n r-dimensional, o r-plano en R", (x6.1).
L )" r-subespacio,esdecir r-plano que pasapor el origen, (x6.1).

Lrz:t: Notacion alternativa a L, para especi car que el r-plano pasapor
el punto z y tiene orientacion t, (x4.1).

L 1(h): Hiperlamina de espesorh en R", (x6.3).
(): Medida cinematica, (x6.4).
ix] ( ): Medida invariante para rotacionescon un punto jo X, (x6.4).

k (): Medida nita del contenido de una subvariedad acotada en R".
Si esta es un conjunto de puntos, entonces () essu numero; n ()
represetta la medida de Lebesgueo volumen de un subconjunto de R",
y (), k= 12::5n 1, esla medida de Hausdor (veasepor ejem-
plo Jensen,1998), (tal como la longitud de una curva, el area de una
super cie, etc.)

O(): u= 0O(v), (\u esde orden v") si u=v permaneceacotado cuan-
do u y v dependen de un parametro que tiende a un | mite concreto.
Conceptosrelacionadossonu = o(v), (\u esde orden inferior a v") si
u=v! 0,y porultimo, u vsiu=v! 1.
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Ok: Area de la esferaunidad k-dimensional, (Ec. (6.5)).

P (): Probabilidad del sucesoertre parentesis. En este art culo P (dx)
represerta el elemeno de probabilidad de una variable aleatoria, esdecir
la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en un entorno
in nitesimal del punto x.

P: Numero de puntos de una sondaque cortan a un subconjunto acotado.
RX: Espacio eucl deo k-dimensional.

Ry.1: Razon de cortenidos o medidas de dos subvariedades acotadas,
R = k(M) =10X1) 1 (X))>0.

Sk: Esferaunidad k-dimensional.
k:t: Translacion, veansex3.1y x4.1.

Tyt : Sondabasecon punto ascciado x y orientacion t, (x3.1).

Tor: Simetrico de Tpt con respecto al origen, es decir, Tor =
f x:x2TotQ

Var(Z): Varianza de la variable aleatoria Z, es decir, Var(Z) =
E(Z EZz)2

X: Yx: Subvariedadesde dimension k en R".

Yto: Proyeccon ortogonal de un subconjunto Y  R" sobreun (n  r)-
subespaciode orientacion t, (x6.1).

(): Funcion Zeta de Riemann.
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