Jaime, A.; Gutiérrez, A. (1990): Una propuesta de fundamentacion
parala ensefianza de la geometria: EI modelo de van Hiele, en S. Llinares,
M.V. Sanchez (eds.), Teoriay practica en educacion matematica (Alfar:
Sevilla, Spain), pp. 295-384 (fragmentos).

2.- ¢Enquéconsiste e modelo deVan Hiele?

Una conversacion con profesores de matematicas de Ensefianza Ele-
mental 0 Media pondra de relieve inmediatamente la existencia de un
sentimiento de impotencia por parte de muchos profesores frente a pro-
greso realizado por una parte mas 0 menos importante de sus alumnos
durante €l curso. Los profesores se lamentan de una serie de problemas
como los siguientes: Muchas veces no hay manera de conseguir gque los
estudiantes comprendan algiin concepto nuevo; otras veces parece que
éstos “ se saben” los conceptos o propiedades que el profesor les acaba de
introducir, pero solo son capaces de usarlos en gjemplos idénticos a los
resueltos con la ayuda del profesor; también ocurre, especialmente en
Enseflanza Media, que los estudiantes pueden resolver problemas concre-
tos con bastante habilidad, pero carecen de ideas cuando deben resolver
es0s mismos problemas planteados en un contexto algo diferente, abstrac-
to o mas formalizado; otra situacion tipica de las clases de mateméticas es
la de los estudiantes que tienen que recurrir amemorizar. las demostracio-
nes de los teoremas o las formas de resolver los problemas, pues es la
Unicaformalegal que tienen de aprobar los exdmenes.

L as reflexiones anteriores no estan originadas por un problema recien-
te, ni tampoco son particulares de los profesores esparioles, aunque si son
usuales en cierto estilo de profesores. Aquéllos que se preocupan de que
sus alumnos razonen sobre |o que estan haciendo, de que comprendan el
significado y la utilidad de las mateméticas y de que lleguen a ser capaces
de resolver problemas diferentes de los ya conocidos. Por el contrario, no
es nada frecuente oir los lamentos anteriores a profesores cuyo Unico
objetivo es hacer que sus alumnos memoricen las definiciones, las férmu-
lasy los enunciados y demostraciones de |os teoremas.

Hace cerca de 40 afios, |a preocupacion ante este problema experimen-
tada por dos profesores holandeses, que daban clase de matematicas en
Ensefianza Media, les indujo a estudiar a fondo la situacion paratratar de
encontrarle alguna solucion. Estos profesores son Pierre Marie Van Hiele
y DinaVan Hiele-Geldof; leamos como explica el propio P.M. Van Hiele
el surgimiento de su interés por este tema (Van Hiele [1986], p. 39):

“Cuando empecé mi carrera como profesor de mateméticas, pronto me
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di cuenta de que era una profesion dificil. Habia partes de la materia en
cuestion que yo podia explicar y explicar, y ain asi los alumnos no
entendian. Podia ver que €llos lo intentaban realmente, pero no tenian
exito. Especialmente al comienzo de la geometria, cuando habia que de-
mostrar cosas muy simples, podia ver que ellos daban e maximo de si,
pero la materia parecia ser demasiado dificil. Pero debido a que yo eraun
profesor inexperto, también tenia que considerar la posibilidad de que yo
fueraun mal profesor. Y esta Ultimay desagradable posibilidad se afirma-
ba por o que ocurria posteriormente: De pronto parecia que comprendian
la materia en cuestion. Podian hablar de €ella con bastante sentido y a
menudo decian: “No es tan dificil, pero ¢por qué nos lo explicd usted de
formatan complicada?’ En los afios que siguieron cambié mi explicacion
muchas veces, pero las dificultades se mantenian. Parecia como si siem-
pre estuviera hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea
descubri la solucién, los diferentes niveles del pensamiento.”

Si recordamos |la primera seccion de este capitulo, podemos reconocer
en € parrafo anterior un resumen del fendmeno educativo que dio lugar a
modelo de razonamiento de Van Hiele (ver figura 2): Un profesor se
siente preocupado por la similitud en la manera de trabgjar y la compren-
sion de sus aumnos afio tras afno, independientemente de la forma como
él les presente la materia y de su experiencia creciente como profesor.
P.M. Van Hiele continta explicando brevemente cudl fue su primer inten-
to de solucién, mediante la elaboracion de un modelo educativo que trata
de explicar € porqué del comportamiento de sus alumnos (Van Hiele
[1986], pp. 39-40):

“Primero presenté mi descubrimiento de la siguiente forma (Van Hiele
[1955], p. 289):

“ Puede decirse que alguien ha alcanzado un nivel superior de pensa-
miento cuando un nuevo orden de pensamiento le permite, con respecto a
ciertas operaciones, aplicar estas operaciones a nuevos objetos. El
alcance del nuevo nivel no se puede conseguir por ensefianza pero, ain
asi, mediante una adecuada eleccion de gercicios, € profesor puede
crear una situacion favorable para que e alumno alcance nivel superior
de pensamiento.”

Se puede ver mi intento por librarme a mi mismo de no ser capaz de
dar suficiente instrucciéon; también se puede ver la solucion: una adecuada
serie de gercicios. En realidad, se ha puesto de manifiesto que al cambiar
los libros de texto todas las dificultades podrian desaparecer. Asi que mi
introduccion a los niveles no era solo una afirmacion sino también un
programa.”

Asi pues, en estos parrafos tenemos recogidas las ideas centrales de o
gue fue e modelo educativo inicial (recordar la figura 2) creado por los
Van Hiele. Dichasideas, que siguen siendo €l corazén del modelo de Van
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Hiele tal como se utiliza actualmente, pueden enunciarse de la siguiente
manera:

(1) Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfeccion en €
razonamiento de |os estudiantes de matemaéticas.

(2) Un estudiante solo podra comprender realmente aquellas partes de
las matematicas que el profesor |e presente de manera adecuada a su nivel
de razonamiento.

(3) Si una relacion matemética no puede ser expresada en el nivel
actual de razonamiento de los estudiantes, sera necesario esperar a que
éstos alcancen un nivel de razonamiento superior para presentarsela.

(4) No se puede ensefiar3 a una persona a razonar de una determinada
forma. Pero si se le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de
las matematicas, a que llegue lo antes posible arazonar de esa forma.

El modelo de Van Hiele estd formado, realmente, por dos partes. La
primera de ellas es descriptiva, ya que identifica una secuencia de tipos de
razonamiento, llamados los “niveles de razonamiento”, a través de los
cuales progresa la capacidad de razonamiento matemético de los indivi-
duos desde que inician su aprendizaje hasta que [legan a su méximo grado
de desarrollo intelectual en este campo. La otra parte del modelo daalos
profesores directrices sobre como pueden ayudar a sus alumnos para que
puedan alcanzar con mas facilidad un nivel superior de razonamiento;
estas directrices se conocen con el nombre de “fases de aprendizg€e’.

Tras la publicacion del primer planteamiento de su modelo de razona-
miento y ensefianza, los Van Hiele han seguido trabajando en su perfec-
cionamiento y desarrollo#; al mismo tiempo, otros educadores y psicolo-
gos interesados por el modelo de Van Hiele han realizado investigaciones
y experimentaciones conducentes a lograr un mejor conocimiento y un
uso mas eficaz del mismo (en Gutiérrez, Jaime [1989] ofrecemos un
resumen de algunas publicaciones interesantes; ver también Senk [1985]).
Como consecuencia de este proceso (idéntico al representado en la figura
2), que sigue desarrollandose en la actualidad, se ha llegado a definir la
forma que tiene hoy el modelo.

Vamos a dedicar las proximas paginas a describir y analizar las dos
componentes del modelo de Van Hiele, asi como a mostrar algunos ejem-
plos de aplicaciones hechas en las Ensefianzas Elemental o Media. Si bien
lafilosofia que inspira el modelo de Van Hiele se refiere a razonamiento
y aprendizaje de las mateméticas en general, tanto las observaciones ini-
ciales de los esposos Van Hiele como todos |os estudios relevantes que se
han hecho desde entonces estan centrados en la geometria; por este moti-
VO, los giemplos y las propuestas que vamos a presentar a continuacion se
orientan a esta parte de las matematicas. Creemos que es sumamente
dificil aplicar el modelo de Van Hiele a areas de las mateméticas diferen-
tes de la geometria y que para ello seria necesario realizar cambios muy
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drasticos en las caracterizaciones de los niveles, de hecho, ha habido
algunos intentos en este sentido, incluso por e propio P.M. Van Hiele
(ver Van Hiele [1987]), pero sus resultados han sido muy pobres.

3.- Losnivelesderazonamiento de Van Hiele.

Si observamos y comparamos las formas de aprender, de trabajar y de
expresarse en geometria de los estudiantes de diferentes niveles educati-
VOS, No nos costara mucho identificar notables diferencias entre los nifios
de los primeros y de los ultimos cursos de E.G.B., los estudiantes de
Ensefianza Media y los de las Facultades de Ciencias. Mientras que los
primeros solo son capaces de trabgjar de forma visual, refiriéndose a los
objetos que tienen ante ellos, y no saben justificar con claridad sus ideas,
los nifios de los dltimos cursos de E.G.B. han logrado un notable desarro-
[lo en su capacidad de expresion y, s bien siguen necesitando objetos
fisicos para estudiar las matematicas, esos objetos son representantes de
ciertos conceptos o propiedades generales y abstractas; no obstante, estos
nifios todavia no suelen ser capaces de redlizar razonamientos formales
(por giemplo, lo que los mateméticos entendemos por “demostraciones’),
habilidad que con €l apoyo de una ensefianza adecuada se puede terminar
de adquirir en los ultimos cursos de Ensefianza Mediay se perfecciona, si
hay ocasion paraello, en la Universidad.

Asi pues, la presencia de los niveles de razonamiento en la ensefianza
es bastante evidente. Las siguientes son las principales caracteristicas que
permiten reconocer cada uno de los cuatro niveles de razonamiento mate-
matico de Van Hiele a partir de la actividad de los estudiantes (quien
desee ampliar esta lista de descriptores, puede consultar Burger, Shaugh-
nessy [1986], Crowley [1987] o Fuys, Geddes, Tischler [1985]):

Nivel 1 (dereconocimiento):

* Los estudiantes perciben las figuras geométricas en su totalidad, de
manera global, como unidades, pudiendo incluir atributos irrelevantes en
las descripciones que hacen.

» Ademés, perciben las figuras como objetos individuales, es decir que
no son capaces de generalizar las caracteristicas que reconocen en una
figura a otras de su misma clase.

* Los estudiantes se limitan a describir € aspecto fisico de las figuras;
los reconocimientos, diferenciaciones o clasificaciones de figuras que
realizan se basan en semejanzas o diferencias fisicas globales entre ellas.
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* En muchas ocasiones las descripciones de las figuras estdn basadas
en su semejanza con otros objetos (N0 necesariamente geomeétricos) que
conocen; suelen usar frases como “... se parece a...”, “... tiene forma de
.., Etc.

* Los estudiantes no suelen reconocer explicitamente las partes de que
se componen las figuras ni sus propiedades matematicas.

Este es, obviamente, €l nivel méas elemental de razonamiento, tipico de
Preescolar y primeros cursos de E.G.B., cuando los nifios se dedican, bajo
laguiadel profesor, amanejar determinados tipos de figuras (por g emplo
algunos cuadrilateros), aprenden sus nombres y practican actividades de
reconocimiento en los dos sentidos. nombre <—> figura. Asi, si les da-
mos a los nifios un grupo de cuadrilateros, pueden seleccionar os rombos,
los cuadrados, los rectangulos, etc. y s cogemos, uno detras de otro,
varios de esos poligonos, |os nifios podran decir sus nombres.

Si @ profesor pregunta a los nifios en qué se diferencian, por g emplo,
los rombos de |l os rectangul os, sus respuestas haran énfasis en las diferen-
cias de forma, tamario, tal vez color, de las figuras que tengan delante en
ese momento (“el rectdngulo es mas largo”, “el rombo es mas picudo”,
...); en este nivel no debemos esperar respuestas que hagan incidencia en
paralelismo, angul os rectos, etc.

En coherencia con este tipo de razonamiento, no es de extrafiar que los
nifios clasifiqguen como figuras de tipos diferentes los cuadrados y los
rectangulos (es decir que consideran que un cuadrado no es rectangul o),

los cuadrados y los rombos® o dos rectangulos como los de lafigura 3.

Figura 3.

Deciamos gue se trata de un nivel de razonamiento tipico de los pri-
meros cursos de E.G.B., pero no es exclusivo suyo; en realidad, cada vez
gue se presente a los estudiantes algun concepto geométrico nuevo, éstos
van a pasar por €l nivel 1, si bien algunas veces ese paso sera muy rapido.
Por gemplo, a iniciar €l estudio de los angulos, perpendicularidad y
paralelismo, geometria espacial, etc., siempre habra un periodo de tiempo
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en € que los estudiantes solo tendran un conocimiento fisico, visual, de
las nuevas figuras.

En la dltima de las caracteristicas del nivel 1 que hemos enunciado
decimos que los estudiantes no suelen reconocer explicitamente ...; trata
remos de explicar mediante un gjemplo qué queremos decir: Si le damos
aun nifio pegquefio que se encuentraen €l nivel 1 de Van Hiele un circulo,
un tridngulo y un cuadrado y le preguntamos en qué se diferencian estas
figuras, seguramente su respuesta se referira a redondez, figuras méas o
menos puntiagudas, etc., pero no hablara de nUmero de vértices ni de
amplitud de angulos. Es evidente que € nifio reconoce los vértices (0 su
ausencia) como caracteristica diferenciadora entre las figuras, pero no es
consciente de ello y, por lo tanto, no los usa directamente. Con estudian-
tes mayores esta situacion no se da tan claramente: Ante la misma situa-
cion anterior, un nifio de los Ultimos cursos de E.G.B. si hablara de los
angulos, porgue ya los ha estudiado, pero para é esos elementos son
particulares de la figura que esta utilizando, pues carece por completo de
la capacidad de generalizacion (mas adelante veremos un gjemplo de
esto).

Nivel 2 (de andlisis):

* Los estudiantes se dan cuenta de que las figuras geométricas estan
formadas por partes o elementos y de que estan dotadas de propiedades
matemédticas; pueden describir las partes que integran una figura y
enunciar sus propiedades, siempre de manerainformal.

* Ademés de reconocer las propiedades mateméticas mediante la
observacion de las figuras y sus elementos, los estudiantes pueden
deducir otras propiedades generalizandolas a partir de la experimentacion.

» Sin embargo, no son capaces de relacionar unas propiedades con
otras, por lo que no pueden hacer clasificaciones |6gicas de figuras basan-
dose en sus elementos o propiedades.

La primera caracteristica de este nivel que hemos enunciado revela su
diferencia basica con e nivel 1: Los estudiantes han cambiado su forma
de mirar las figuras geométricas, ya son conscientes de que pueden estar
formadas por elementos y de que son portadoras de ciertas propiedades.
Mientras para un estudiante del nivel 1 de Van Hiele un rectangulo es una
figura reconocible porque tiene una determinada forma (como las puertas
o los libros), para otro que se encuentre en €l nivel 2, un rectangulo es un
cuadrilatero con lados paralelos dos a dos, angulos rectos, lados opuestos
iguales, etc.; es decir, su respuesta a qué es un rectangulo seraunalistade
las propiedades que conoce.

Otro avance importante en €l tipo de razonamiento del nivel 2 respecto
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a nivel 1 estden el desarrollo por parte de los estudiantes de la capacidad
para reconocer gue las figuras concretas que estdn manipulando son (o
pueden ser) representantes de unas familias. Por ejemplo, s, apartir de la
manipulacion de unos cuantos rombos, un estudiante del nivel 2 descubre
gue las diagonales son perpendiculares, sabra, sin necesidad de compro-
barlo, que las diagonales de cualquier otro rombo que le presenten seran
también perpendiculares (incluso cuando €l dibujo sea poco exacto).

El nivel 2 es el primero que ofrece un razonamiento que podemos
[lamar “matemético”, pues es el primero en el que los estudiantes son
capaces de descubrir y generalizar (necesariamente a partir de la observa-
cion y la manipulacion) propiedades que todavia no conocian. Sin embar-
go, esta capacidad de razonamiento es limitada, pues usaran las propieda-
des de una figura como si fueran independientes entre si; por gjemplo, no
relacionaran la existencia de angulos de 90°, la perpendicularidad o el
paralelismo de lados. Esto hace que no puedan clasificar adecuadamente
las diferentes familias de poligonos, ya que seguiran considerando, por
giemplo, los rectangulos y los cuadrados como dos familias diguntas;
tiene més peso para estos estudiantes la existencia de algunas propiedades
diferenciadoras que la existencia de otras propiedades comunes (en térmi-
nos piagetianos, podriamos decir que no tienen la habilidad de hacer
inclusiones de clases).

Nivel 3 (de clasificacion):

* En este nivel comienza la capacidad de razonamiento formal
(matematico) de los estudiantes: Ya son capaces de reconocer que unas
propiedades se deducen de otras y de descubrir esas implicaciones; en
particular, pueden clasificar |6gicamente las diferentes familias de figuras
a partir de sus propiedades o relaciones ya conocidas. No obstante, sus
razonamientos |6gicos se siguen apoyando en la manipulacion.

* Los estudiantes pueden describir una figura de manera formal, es
decir, pueden dar definiciones matematicamente correctas, comprenden el
papel de las definicionesy los requisitos de una definicion correcta.

* Si bien los estudiantes comprenden los sucesivos pasos individuales
de un razonamiento |6gico formal, los ven de forma aislada, ya que no
comprenden la necesidad del encadenamiento de estos pasos ni entienden
la estructura de una demostracion: Pueden entender una demostracion
explicada por € profesor o desarrollada en €l libro de texto, pero no son
capaces de construirla por si mismos.

* Al no ser capaces de redlizar razonamientos l6gicos formales ni
sentir su necesidad, |os estudiantes no comprenden la estructura axiomati-
cade las mateméticas.
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Si la capacidad de razonamiento propia del nivel 2 no permitia a los
estudiantes entender que unas propiedades pueden deducirse de otras, a
alcanzar €l nivel 3 habran adquirido esta habilidad de conectar 16gicamen-
te diversas propiedades de la misma o de diferentes figuras. En el caso del
estudio de los cuadriléteros, 1os estudiantes de este nivel ya podran enten-
der que laigualdad de los angulos opuestos implica el paralelismo de los
lados, que la igualdad de lados implica la perpendicularidad de diagona-
les, etc.

Otras consecuencias de la nueva habilidad mental de los estudiantes
son que ya seran capaces de clasificar inclusivamente los diferentes cua-
drilateros (los cuadrados son rombos y rectangulos, ...) y que podran dar
definiciones matematicamente correctas, sin redundancias, en vez de “de-
finir’ las figuras mediante listas exhaustivas de propiedades, como hacian
en e nivel 2.

Aungue este avance en la habilidad de razonamiento es muy
importante, no es Mas que un paso intermedio en e camino que llevaala
comprension completa de los sistemas axiométicos formales que
sostienen las mateméticas, que se alcanzaraen el nivel 4 de Van Hiele. En
efecto, la capacidad de los estudiantes se limitara a realizar pequefias
deducciones, es decir, implicaciones simples, no pudiendo, por g emplo,
darse cuenta de |a técnica seguida para hacer la demostracion completa de
un teorema.

Esta incapacidad de los estudiantes para comprender las demostracio-
nes viene acompafiada de un sentimiento de que las demostraciones for-
males no son necesarias, pues para ellos es suficiente si se comprueba el
teorema en cuestion en una cantidad “razonablemente grande” de casos.
Una reaccion tipica de los estudiantes del nivel 3 o inferiores es que, ante
la peticion del profesor de que demuestren alguna propiedad, le repro-
chen: “ ¢Por qué tenemos que demostrarla, si ya sabemos que es verdad?’

Nivel 4 (de deduccion formal):

» Alcanzado este nivel, los estudiantes pueden entender y realizar
razonamientos |0gicos formales; las demostraciones (de varios pasos) ya
tienen sentido para ellos y sienten su necesidad como unico medio para
verificar laverdad de una afirmacion.

* Los estudiantes pueden comprender la estructura axiomética de las
mateméticas, es decir € sentido y la utilidad de términos no definidos,
axiomas, teoremas, ...

* Los estudiantes aceptan la posibilidad de llegar a mismo resultado
desde distintas premisas (es decir, la existencia de demostraciones
dternativas del mismo teorema), la existencia de definiciones
equivalentes del mismo concepto, ...
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Al acanzar el nivel 4 de razonamiento se logra la plena capacidad de
razonamiento l16gico matematico y, al mismo tiempo, la capacidad para
tener una vision globalizadora del &rea que se esté estudiando®.

Hasta ahora hemos puesto gemplos de los diferentes niveles de
razonamiento basdndonos en € estudio de los cuadrildteros; los
estudiantes del nivel 4 podran hacer demostraciones formales de las
propiedades que ya habian demostrado informalmente con anterioridad,
asi como descubrir y demostrar nuevas propiedades méas complgjas, y
también estardn en condiciones de relacionar los cuadrilateros con otras
partes de la geometria (euclidea) que han estudiado, de darse cuenta de
gue hay agunos elementos comunes a todas ellas (puntos, rectas,
paralelismo, ...) y llegaran a reconocer que las diferentes partes de la
geometria que conocen, tanto plana como espacial, son en realidad partes
de un Unico sistema formal basado en los Postulados de Euclides.

4.- Principales caracteristicas delos niveles.

La lectura detenida de la descripcién de los niveles que acabamos de
hacer pone de relieve algunas caracteristicas importantes del modelo de
Van Hiele:

I) La jerarquizacion y secuencialidad de los niveles. Resulta evi-
dente que los 4 niveles representan cuatro grados de sofisticacion en el
razonamiento matematico que puede usar una persona. Ademas, cada ni-
vel de razonamiento se apoya en e anterior: Pensar segiin € segundo
nivel no es posible sin la capacidad de razonamiento del primer nivel;
pensar segun €l tercero no es posible sin la capacidad de razonamiento del
segundo; pensar segun € cuarto no es posible sin €l tercero (Van Hiele
[1986], p. 51).

Por otra parte, entre las caracteristicas de los niveles 1, 2 'y 3 siempre
hay alguna que se refiere a habilidades que todavia no saben usar los
estudiantes; mas concretamente, se trata de habilidades que éstos estan
empezando a adquirir pero de las cuales todavia no son conscientesy que,
por lo tanto, todavia no usan explicitamente: En el nivel 1 no se reconoce
laimportancia de las partes de las figuras, en el nivel 2 no se reconoce la
existencia de relaciones de implicacion entre propiedades de las figuras;
en el nivel 3 no se reconoce la existencia de conexiones o encadenamien-
tos entre distintas implicaciones para construir demostraciones formales.

Asi pues, los niveles de Van Hiele tienen una estructura recursiva, ya
gue en € nivel N (1, 2, 3) hay determinadas habilidades que estan siendo
usadas implicitamente por los estudiantes y cuyo uso explicito se aprende
en el nivel N+1. El diagrama de lafigura4 resume estas ideas.
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Elementos explicitos Elementosimplicitos
Nivel 1 Figuras Partes y propiedades
/ delasfiguras
Nivel 2 Partes y propiedades ‘/ Implicaciones entre
delasfiguras P propiedades
Nivel 3 Implicacionesentre g Deduccion formal
propiedades P de teoremas
Nivel 4 Deduccion formal ‘/
de teoremas

Figura4. Estructurarecursivade los niveles de Van Hiele.

Desde este punto de vista, la actividad que redlice el estudiante para
desarrollar su capacidad de razonamiento debe orientarse a hacerle cons-
ciente de esa habilidad implicita; para ello sera necesario plantearle acti-
vidades en las que se requiera la utilizacion de dicha habilidad, ya que la
préctica repetida y la experiencia son las que darén lugar a desarrollo de
su forma de razonar.

Estas consideraciones se pueden resumir en un principio basico del
modelo de Van Hiele, que se deriva de esta estructura jerérquica y
secuencial: No es posible alcanzar un nivel de razonamiento sin antes
haber superado €l nivel inferior.

A proposito de esta propiedad del modelo, es conveniente poner en
evidencia un peligro que se deriva del aprendizaje memoristico: Un estu-
diante puede aparentar un nivel de razonamiento determinado, superior al
gue realmente posee, porgue ha aprendido arealizar rutinariamente proce-
dimientos propios del nivel superior, aunque realmente no |os comprende.

Un gemplo de ello lo tenemos en nuestros estudiantes de Ensefianza
Media: Con frecuencia, desde que empiezan en 1° de B.U.P., se les pide
que trabagjen en un contexto de matematicas formales, que demuestren
propiedades y resuelvan determinados tipos de problemas de manera for-
mal (de dlgebralineal o andlisis). Cuando los estudiantes no han alcanza-
do el nivel 4, esta pretension del profesor se traduce en una incompren-
sion de la materia que estén estudiando y en la necesidad de recurrir ala
memorizacién como Unica posibilidad de supervivencia ante los exame-
nes. Con el paso del tiempo, estos alumnos han aprendido (de memoria,
por repeticion) cierto nimero de formas mecanicas de actuar, propias del
lenguaje matematico formalizado que €l profesor usay les pide que usen,
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con las que pueden dar laimpresion de encontrarse en € nivel 4, cuando
en realidad estan lejos de poder realizar verdaderamente ese tipo de razo-
namiento. En efecto, s se les plantea a estos alumnos un problema dife-
rente de los model os que han memorizado, intentan resolverlo usando al
pie de la letra los métodos que conocen y no llegan a la solucién porque
Nno son capaces de darse cuenta de que esos procedimientos no sirven.

2) Hay una estrecha relacion entre el lenguaje y los niveles. Las
diferentes capacidades de razonamiento asociadas a los cuatro niveles de
Van Hiele no solo se reflgjan en la forma de resolver los problemas
propuestos, sino en laformade expresarse y en e significado que seleda
a determinado vocabulario. Un gjemplo son las diferentes formas de en-
tender en los niveles 2 y 3 la relacion de inclusion entre cuadrados y
rectangulos: si un profesor utiliza esta relacion segun el nivel 3 (es decir,

considera { cuadrados} c {rectangulos}) pero sus alumnos la estén con-

siderando desde el nivel 2 (es decir, para ellos { cuadrados} « { rectangu-
los}), éstos no entenderan los argumentos del profesor.

Otro gjemplo muy claro lo tenemos en € significado de la palabra
demostrar’, que describe la actividad mas tipicamente matemética: Ase-
gurar la veracidad de las afirmaciones que hacemos. Esta palabra tiene
significados diferentes para personas que razonen en los distintos niveles:

- En el nivel 1 carece por completo de sentido matemético, lo cua se
suele traducir en razonamientos de 1o mas dispar.

- Para un estudiante del nivel 2, “demostrar” consiste, Simplemente, en
comprobar que la afirmacion es cierta en unos pocos casos, incluso en
uno solo, haciendo las mediciones oportunas con alguna herramienta.
Esto |le bastara para aceptar |a veracidad de la afirmacion.

- En € nivel 3 la palabra“demostrar” yatiene un significado préximo
a que le damos los mateméticos: las demostraciones estan formadas por
razonamientos l6gicos, si bien sus argumentos son de tipo informal,
basados en la observaciéon de giemplos concretos; esto puede traducirse
en ocasiones en que la demostracion seaincorrecta porque, en realidad, se
trate de un caso particular.

- En € nivel 4 la palabra “demostraciéon” yatiene el significado usual
entre los matematicos:. 1os estudiantes ya construyen demostraciones que
cumplen los requisitos usuales de rigor. Probablemente un estudiante del
nivel 4 haga la misma demostracion que en el nivel 3, es decir siguiendo
los mismos pasos, pero ahora justificaralas igualdades basdndose en otras
propiedades mateméaticas conocidas.

Veamos un gjemplo de lo anterior. En un test para determinar €l nivel
de Van Hiele, hemos planteado € siguiente gjercicio a varios estudiantes
de diferentes niveles. “¢Es verdad gque los angulos de cualquier tridngulo
suman 180°7? Justifica tu respuesta’. Estas son algunas contestaciones.
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a) (Estudiante de 6° de E.G.B.) “No, porgue los éangulos de cualquier
triangulo pueden medir lo que quieran y a sumarlos puede salir una cifra
cuaquiera.”

Es evidente que laimagen que tiene de los tridngulos y de los angulos
es la puramente visual tipica del nivel 1, pues ve €l triangulo y sus tres
angulos como cosas independientes y es incapaz de relacionarl os.

b) (Estudiante de 6° de E.G.B.; ver la figura 5). “Supongamos un
triangulo equilatero (todos los angulos iguales). Cada angulo 60°. Suma =
60° + 60° + 60° = 180°.

Ahora supongamos cualquier triangulo. Cada angulo = 90°, 65°, 25°.
Suma = 90° + 65° + 25° = 180°.”

Figurab.

Esta forma de demostrar la propiedad es caracteristica del segundo
nivel de razonamiento. Es probable que este alumno haya usado un trans-
portador para medir los angulos del segundo triangulo, que ha dibujado al
azar, aunque también puede que haya calculado los angulos a ojo, apli-
cando laformula que esta tratando de demostrar.

c) (Ninguno de los estudiantes que contestaron el test dio una res-
puesta del nivel 3). La demostracion habitual de esta propiedad se basa

(figura 6) en reconocer visualmente que <o, = <o, <f = <’ y <y = <y,

por lo que<o + <P + <y=<a’ + <P’ + <y = 180°. Hacemos hincapié en
que lalinea de la argumentacion es de tipo 16gico-deductivo, pero que las
justificaciones dadas se refieren ala figura concreta que se ha dibujado.
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Figura 6. La sumade los angulos de un triangulo es 180°.

d) (Estudiante de 3° de Ciencias de Magisterio; ver lafigura 6). “o =

o', B = por ser angulos aternos internos, resultado de cortar una recta
con dos paralelas.

Yy =7 por ser anhgulos opuestos por e punto en que se cortan dos
rectas.

Comoo’ +f +7 =180° porlotanto o + § +y=180°"

Puede observarse que esta demostracion, que corresponde a nivel 4 de
razonamiento, sigue una linea de argumentacion completamente formal e
incluye lajustificacion de todos | os pasos; esto ultimo es o que diferencia
esta forma de entender |as demostraciones de la propia del nivel 3.

Hemos visto, con este gemplo, como una palabra tiene significados
diferentes en los distintos niveles, es decir, que a cada nivel de razona-
miento le corresponde un tipo de lenguaje especifico. Lasimplicacio-
nes que esto tiene para la actividad de los profesores en sus clases son
evidentesy trascendentales. Si un profesor quiere hacerse comprender por
sus alumnos, debe hablarles en su nivel de lenguaje, es decir, debe amol-
darse a nivel de razonamiento de los estudiantes para, a partir de ahi,
tratar de guiarles para que lleguen al nivel superior; lo contrario provoca-
ra en poco tiempo la incomprension mutua (el profesor tampoco entiende
a sus alumnos y no evalUa adecuadamente | as respuestas de éstos). Por |o
tanto, tal como escribe P.M. Van Hiele (Fuys, Geddes, Tischler [1984], p.
246), dos personas que razonan (y que inter pretan los argumentos del
otro) en diferentes niveles no podran comprender se.

3) El paso de un nivel al siguiente se produce de forma continua.
Este es un tema sobre € que se pueden encontrar las dos opiniones
opuestas. Hay personas, entre las que se encuentra P.M. Van Hiele, que
sugieren que e paso de un estudiante desde un nivel de razonamiento al
siguiente se produce de una forma brusca, como un salto, mientras que
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otras consideran que este paso se produce de forma mas pausaday, por o
tanto, continua.

Un argumento en el que se apoyan los defensores de la primera opi-
nion es el expresado por P.M. Van Hiele [1986] de la siguiente manera,
haciendo referencia a su propia experiencia como profesor de
matematicas:

“... Habia partes de la materia que yo podia explicar y explicar, y aln
asi los alumnos no entendian. ... De pronto parecia que comprendian la
materia en cuestion. Podian hablar de ella con bastante sentido ...”

Todos sabemos que esto es verdad por propia experiencia, tanto de
estudiantes como de profesores, pues muchas veces, tras largo tiempo
dandole vueltas a un problema, de repente hemos “visto” la solucion.

Nosotros, sin embargo, creemos gue con esta interpretacion se estan
simplificando demasiado las cosas, pues:

A) No se debe confundir haber comprendido la solucion de un
problema (o tipo de problemas) concreto con haber adquirido destreza en
el mangjo del nuevo tipo de razonamiento necesario para resolver ese
problema.

B) Cada nivel de Van Hiele se caracteriza por varias habilidades de
razonamiento importantes, de forma que solo se puede considerar adqui-
rido un nivel de razonamiento cuando se tenga un dominio adecuado de
todas esas destrezas. No es en absoluto razonable pensar que una persona
adquiere e dominio de las diferentes destrezas de forma automética y
simultanea; y, ademés de no ser razonable, la experiencia indica que
tampoco es real.

En diversas experiencias realizadas durante |os Ultimos afios, podemos
observar como, con frecuencia, hay estudiantes que, durante la resolucion
de un problema, utilizan de forma simultanea tipos de razonamiento pro-
pios de dos niveles consecutivos; otras veces, un estudiante ha resuelto
los diversos problemas que se le han planteado razonando de forma uni-
forme alo largo de cada problema, pero empleando en unos problemas un
nivel de razonamiento superior al usado en otros que deberia haber re-
suelto también mediante e mismo nivel superior. Vamos a presentar dos
giemplos:

1) Fuys, Geddes y Tischler plantean a sus alumnos una actividad que
consiste en presentarles un tipo de cuadrildteros nuevo para ellos (las
cometasd), con el fin de observar su habilidad para analizar las propieda-
des de la nueva clase de figuras y las relaciones de ésta con las otras
clases de cuadril&eros que ya conocen. Entre otras figuras, se les presenta
un cuadrado (colocado en posicidn estandar, es decir con la base horizon-
tal) y se les pregunta s es 0 no una cometa (Fuys, Geddes, Tischler
[1985], p. 31). Esta es larespuesta de dos alumnas de 9° grado, con 14-15
anos (Fuys, Geddes, Tischler [1985], p. 148):
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“Inicialmente, Madeline y Beth definen una cometa como “con forma
de diamante con cuatro puntas, dos lados iguales [sefialdndolos] y otros
dos lados iguales [sefialdndolos]”. Madeline coloco € cuadrado en el
monton de las no-cometas explicando que “no tiene forma de diamante”
(nivel 1). El entrevistador gira e cuadrado 45°. Madeline dice: “Oh!,
tiene forma de diamante, tiene cuatro lados, tiene cuatro vértices y dos
pares de lados adyacentes son iguales’ y entonces cambia el cuadrado al
monton de las cometas, basando su decision en las propiedades (nivel 2).”

2) Dentro de un test administrado a varios nifios de E.G.B. a principio
del curso 1988-89, planteabamos una actividad del tipo “¢cudl eslafigu-

ra?’9. El siguiente es un fragmento del didlogo con un estudiante de 8° de
E.G.B. (13-14 afios); en este momento, e estudiante ya sabe que se trata
de un poligono que tiene: i) cuatro lados; ii) a menos un angulo de 60°;
iii) a menos un angulo de 120°; iv) a menos dos lados de la misma
longitud.

Basandose en estas propiedades ha dibujado, en primer lugar, un rom-
bo, no muy perfecto, con angulos de 60° y 120° (figura 7-1) y, después,
un poligono (figura 7-2) con <1 = 60°, <2 = 120° y los ladosa y d
iguales [hemos afiadido las letras, los nUmeros y la linea discontinua, asi
como las notas entre corchetes para hacer €l didlogo comprensible]. Al
presentarle la quinta propiedad (“tiene a menos dos lados paralelos’), el
estudiante analiza las dos figuras:

Cc
d b
8/1 2
a
-1- -2-
Figura?.
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Est.:

Prof.:

Est.:

Prdf .

Est.:

Prof.:

Est.:

Prof.:

*Est.:
Prof.:

Est.:
Est.:

Prof.:

Est.:

Prdf .

[comprueba el paralelismo de b y d con escuadray cartabén]

Este yano; yano da.

Esoslados [sefialando ab y d ] ¢no son paralelos?

Estos si [sefialando al rombo].

Pero, si esos angulos [sefidando a <1y <2] son de 60° y 120°,
¢no tendrian que ser [b y d ] paralelos?

No, porque éste [sefidlaab ] tiene unalongitud y éste [sefiala a
d tiene otra.

Pero, ¢qué lados has mirado? ¢No has mirado éste [sefidaab ]

y éste [sefidlaad]?

[vuelve a comprobar con escuadra 'y cartabon el paralelismo de
b yd] Esiguallo,

El caso es que esos dos lados se diferencian muy poco, son cas

paralelos. Me pregunto s esa pequefia diferencia es porque no
tienen que ser paralelos o porque € dibujo esta un poco desvia-
do. ¢Qué piensas? ...... Si ese dibujo lo hubiese hecho un deli-
neante, ¢deberian ser paralel0s?

[mide con el transportador <2 y <3] Si, son iguales.

Entonces, ¢guedamos en que esos dos lados [sefidlaab y d] no
son paraelos?

[contesta inmediatamente] Estos si.

Ah! Vamos aver, que me he perdido.

Es que a lo mgor no esta bien hecho y por eso hay esa
diferencia. Ahora he medido los dngulos [<2 y <3] como si éste
[sefiala a <3] fuera también de 120°, como s empezara aqui
[sefiala a la prolongacién de a ]. Como estan en la misma linea,
dan los dos 120°.

Entonces, ¢esas dos lineas si tienen que ser paralelas, aunque €
dibujo no esté muy bien?

Si.

El asterisco (*) marca un cambio en e razonamiento del estudiante.
Durante la primera parte del didlogo, esta siguiendo un razonamiento
basado en €l nivel 2, pues utiliza las relaciones dadas por el dibujo (de no
paralelismo) entre los lados de una figura de la que no conoce
propiedades (para él es, simplemente, un cuadril&tero), mientras que en el
caso del rombo, sabe que los lados deben ser paralelos, aunque en su
dibujo resulte evidente que no lo son. Por otra parte, hace algunas
afirmaciones que resultan incongruentes, lo cua es sefid de su
incapacidad para relacionar unas propiedades con otras.

Sin embargo, a partir de larespuesta (*) empieza a utilizar un modo de
razonamiento del nivel 3, pues se basaen laigualdad l6gicade <2y <3 (y
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no en lafisica derivada del dibujo) para deducir que ambos miden 120° y
gue, por tener un lado comun, los otros lados deben ser paralelos.

No pretendemos hacer aqui un andlisis detallado de esta cuestion, que
se sdle del ambito de este texto, pero si queremos plantearla para que los
profesores que quieran emplear el modelo de Van Hiele en sus clases no
se sientan confundidos. En resumen, creemos que e paso de un nivel de
razonamiento al siguiente se produce de manera gradual y que du-
rante algun tiempo €l estudiante se encontrara en un periodo detran-
sicion en el que combinara razonamientos de un nivel y del otro. La
evidencia de este periodo sera que el estudiante mostrara deseos de usar €l
nivel superior, pero cuando encuentre dificultades o dudas tendera a refu-
giarse en la seguridad del nivel inferior, en el que se siente mas comodo.

NOTAS

3. Se puede ensefiar a alguien a poner en marcha un coche, pero no se le puede
ensefiar a ir en bicicleta. Este giemplo reflgja la diferencia entre ensefiar contenidos
memorizables y ensefiar a razonar.

4. Dina Van Hiele falecio en 1959 y P.M. Van Hiele sigue actuamente dedicando
parte de su actividad investigadora a este tema.

5. No debe pensarse que € nivel 1 se da sélo en nifios pequefios. Una de nuestras
alumnas de 1° de Magisterio tenia que clasificar varios cuadrildteros dibujados en una
hoja; mirando un cuadrado que se apoya en un vértice dice: “Este es un rombo ...
(meditaun momento y giralahoja) “... pero si 1o pongo asi, es un cuadrado. jQué lio!”.
No fue capaz de clasificar esa figuray, ademés, hizo que agunas de sus compafieras se
guedaran también perplejas.

6. Alguno investigadores tienen en cuenta un 5° nivel de razonamiento, a que
corresponde la capacidad de utilizar y comparar diferentes sistemas axiométicos.
Nosotros no creemos en la existencia de ese nivel, por 1o que no aludimos a é en este
texto.

7. En Espaiia se esta usando cada vez con més frecuencia la palabra “probar” como
equivalente a “demostrar”, sin duda como consecuencia de malas traducciones del
inglés. Creemos que esta alternativa es desafortunada, pues en e lenguaje ordinario la
palabra “probar” tiene un significado mas proximo a“ comprobar” que a“demostrar”.

8. Una cometa es un cuadrildtero convexo con dos pares de lados consecutivos
iguales.

9. El entrevistador dispone de una lista de propiedades de un poligono, que le va
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presentando al estudiante de una en una hasta que éste esté seguro de cud eslafigura. El
objetivo es descubrir la figura a partir del menor ndmero posible de propiedades
(Burger, Shaughnessy [1986]).

10. Quiere decir que hallegado a mismo resultado que antes, que no son paralelos.



* k * % %

Algunas de las ideas que expone P.M. Van Hiele en “La pensée de
I'enfant et la géométrie” pueden ayudarnos a descubrir donde estala clave
para responder a la segunda pregunta planteada al principio de esta sec-
cion:

“Estos niveles son inherentes a la elaboracion del pensamiento; son
independientes del método de ensefianza usado. Sin embargo, es posible
gue ciertas formas de ensefianza no permitan alcanzar los niveles superio-
res, pues los métodos de pensamiento usados en esos niveles permanecen
inaccesibles alos estudiantes.” (Fuys, Geddes, Tischler [1984], p. 246).

La idea central del modelo de Van Hiele en lo que respecta a la
relacion entre la ensefianza de las mateméticas y € desarrollo de la capa-
cidad de razonamiento es que la adquisicién por una persona de nuevas
habilidades de razonamiento es fruto de su propia experiencia. Esta
experiencia se adquiere unas veces fuera de las aulas (todos los nifios
aprenden a partir de sus juegos, su relacion con las personas adultas, la
television, etc.) y otras veces dentro de ellas. La ensefianza adecuada es,
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por lo tanto, aquélla que proporciona esa experiencia. Desde esta perspec-
tiva, hay diferentes métodos de ensefianza que son igualmente validos,
aunque desde el punto de vista pedagégico puedan ser opuestos; €l Unico
requisito es que proporcionen a los estudiantes la posibilidad de realizar
los procesos de razonamiento adecuados. No obstante, resulta evidente
gue seran mas validos los métodos activos, inductivos, es decir, aquéllos
en los que el estudiante es algo méas que un simple receptor pasivo de
informacion, frente a las clases magistrales, la lectura del libro (incluso
cuando la hace un alumno) y los demas modos de ensefianza tipicamente
deductivos en los que se le presenta el producto final.

Es de sobra conocido que el actual curriculum espafiol de matematicas
en E.G.B. y Enseflanza Media presenta unas graves carencias, que se
traducen en una mala forrnacion de buena parte de los estudiantes. Si
analizamos lo que ocurre, nos daremos cuenta de que es explicable desde
las propuestas del modelo de Van Hiele. En efecto, el paso del nivel 1 a
nivel 2 es muy facil de conseguir en E.G.B., pues € tipo de razonamiento
utilizado es muy simpley las experiencias en el mangjo de figuras, nece-
sarias para que los nifios lleguen a poder descubrir sus componentes, las

puede proporcionar cualquier tipo de ensefianza, incluso el deductivold,
Esto se traduce en que es muy facil lograr que, en poco tiempo, 10s nifios
superen €l nivel | y empiecen a utilizar razonamiento del nivel 2.

Por el contrario, el paso del nivel 2 a nivel 3y e paso de éste a nivel
4 son més dificiles, pues es necesario desarrollar en los estudiantes unas
habilidades de razonamiento més sofisticadas que, en bastantes casos, 10s
propios profesores no poseen (esperemos gue la naciente reforrna de las
ensefianzas no universitarias ayude a resolver esta situacion). Asi nos
encontramos con el problema de que, como consecuencia de una ensefian-
za demasiado pobre de las mateméticas, |la mayoria de los estudiantes que
terminan E.G.B. no han podido alcanzar mas que € nivel 2, mientras que
al empezar a estudiar B.U.P. sus profesores les tratan como s hubieran
adquirido, como minimo, el nivel 3. El resultado final es que gran parte
de estos estudiantes terminan su formacién matematica con una capacidad
de razonamiento de los niveles 2 6 3, aunque en ocasiones aparenten un
razonamiento de nivel 4 a causa de la memorizacién que han tenido que
realizar.

El siguiente parrafo, extraido del mismo articulo de P.M. Van Hiele
gue el anterior, lo complementa:

“Lamaduracion que lleva a un nivel superior tiene lugar de una forma
especial. Se pueden revelar varias fases en ella (esta maduracion debe
considerarse, por encima de todo, como un proceso de aprendizaje y no
como una maduraciéonl6 de tipo biolégico). Por lo tanto, es posible y
deseable que € profesor ayude y la acelere. El objetivo del arte de ense-
far es precisamente enfrentarse a la cuestion de saber cOmo se pasa a
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través de estas fases y cdmo se puede prestar ayuda al estudiante de forma
eficaz.” (Fuys, Geddes, Tischler [1984], p. 246).

Las fases de aprendizaje alas que alude Van Hiele seran el objetivo de
la préxima seccion.

Este planteamiento marca una de las diferencias fundamentales entre
los modelos de aprendizaje de Piaget y de Van Hielel’, ya que para €
primero e aprendizaje matemético y € desarrollo intelectual estan inti-
mamente ligados al desarrollo bioldgico; Van Hiele es mas explicito toda-
via cuando postula:

“Laimposibilidad de los nifios para pensar 16gicamente no procede de
una falta de maduracién, sino de unaignorancia de las reglas del juego de
lalogica. El nifio no tiene a su disposicion las estructuras a partir de las
cuales se originan las preguntas. No puede entender |as cuestiones porque
no ha terminado & proceso de aprendizaje que le guia a nivel de pensa-
miento requerido. Es importante la edad de los nifios en cuanto a que
deben haber tenido tiempo suficiente para llevar a cabo el necesario pro-
ceso de aprendizaje.” (Van Hiele [1986], p. 65).

Una consecuencia de esta diferencia de concepciones es la contraposi-
cion de sus opiniones respecto de la posibilidad de acelerar el aprendizaje.
Piaget opinalo siguiente:

“El aprendizaje esta subordinado a desarrollo y no al revés’ (Piaget
[1967]18, p 332).

“Esta cuestion nunca ha preocupado a los estudiantes y profesores de
Ginebra, ...... Los investigadores [partidarios de la aceleracion] han trata-
do de ensefiar una respuesta, una solucién particular, en vez de desarrollar
operaciones. Han tratado, por gemplo, de ensefiar a los nifios que una
bola de arcilla pesa o mismo que una barra (obtenida deformando una
bolaigual alaantenor) porque se veiaa ponerlas en una balanza. Pero el
nifio no estara en absoluto convencido hasta que no maneje lo datos en su
mente utilizando una o varias de las operaciones que he descrito” (Stan-
dler [1967], p. 343).

En cierta forma, con la Ultima frase Piaget esta dando la razén a Van
Hiele, ya que reconoce que el aprendizaje pasa por la acumulacion de
experiencias.

7.- Lasfases de aprendizaje del modelo de Van Hiele.

Para completar la descripcién del modelo de razonamiento de Van
Hiele, vamos a dedicar esta seccion a exponer la propuesta de Van Hiele
sobre los pasos que debe seguir un profesor para ayudar a sus alumnos a
subir a siguiente nivel de razonamiento.

Se recordard que Van Hiele caracteriza el aprendizaje como un resul-
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tado de la acumulacion de la cantidad suficiente de experiencias adecua-
das; por lo tanto, existe la posibilidad de alcanzar niveles mas atos de
razonamiento fuera de la ensefianza escolar si se consiguen las experien-
cias apropiadas. No obstante, esas experiencias, aungue existen y no de-
ben despreciarse, generalmente no son suficientes para producir un desa-
rrollo de la capacidad de razonamiento completo y rgpido, por lo que la
mision de la educacion matemética escolar es proporcionar experiencias
adicionales, bien organizadas para que sean o més Utiles posible.

Lo que Van Hiele llama las “fases de aprendizaje” son unas etapas en
la graduacion y organizacion de las actividades que debe realizar un estu-
diante para adquirir las experiencias que le lleven a nivel superior de
razonamiento. A lo largo de estas fases, €l profesor debe procurar que sus
alumnos construyan lared mental de relaciones del nivel de razonamiento
al que deben acceder, creando primero los vértices de lared y después las
conexiones entre ellos. Dicho de otra manera, es necesario conseguir, en
primer lugar, que los estudiantes adquieran de manera comprensiva los
conocimientos béasicos necesarios (nuevos conceptos, propiedades, voca
bulario, etc.) con los que tendran que trabajar, para después centrar su
actividad en aprender a utilizarlos y combinarlos. Las fases de
aprendizaje propuestas por Van Hiele son cinco:

|2 fase: Informacion. Se trata de una fase de toma de contacto: El
profesor debe informar a los estudiantes sobre el campo de estudio en el
gue van atrabajar, qué tipo de problemas se van a plantear, qué materia-
les van a utilizar, etc. Asi mismo, los alumnos aprenderan a manejar el
material y adquiriran una serie de conocimientos basicos imprescindibles
para poder empezar € trabajo matematico propiamente dicho.

Esta es también una fase de informacion para el profesor, pues sirve
para que éste averigue los conocimientos previos de |os estudiantes sobre
el tema que se va a abordar. Como deciamos antes, |la expenencia extra-
escolar no debe despreciarse, sino que puede aprovecharse como fuente
de motivacion; ademés, es conveniente evitar hacer un trabajo repetido o
tratar de “ensefiar” cosas que los alumnos ya saben. Por otra parte, mu-
chas veces tendremos que trabagjar en un tema que no es absolutamente
nuevo para los estudiantes, que ya lo han estudiado en algun curso ante-
rior. por lo que, para una buena utilizacién del modelo de Van Hiele, es
imprescindible que el profesor sepa qué grado de conocimiento de los
contenidos del tema tienen sus alumnos y, sobre todo, qué nivel de razo-
namiento son capaces de mostrar.

En resumen, esta fase sirve para dirigir la atencion de los estudiantes y
permitirles que sepan qué tipo de trabajo van a hacer, y para que €l
profesor descubra qué nivel de razonamiento tienen sus alumnos en el
nuevo temay qué saben del mismo.

22fase: Orientacion dirigida. En estafase los estudiantes empiezan a
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explorar e campo de estudio por medio de investigaciones basadas en el

material que les ha sido proporcionadol®. El objetivo principal de esta
fase es conseguir gque los estudiantes descubran, comprendan y aprendan
cuales son los conceptos, propiedades, figuras, etc. principales en €l area
de la geometria que estan estudiando. En esta fase se construiran los
elementos bésicos de la red de relaciones del nuevo nivel. Van Hiele
afirma, refiriéndose a esta fase, que “las actividades, s son escogidas
cuidadosamente, forman la base adecuada del pensamiento del nivel
superior” (Van Hiele [1986], p. 97).

Obviamente los estudiantes, por si solos, no podrian realizar un apren-
dizge eficaz (en cuanto alos resultados obtenidos y al tiempo empleado),
por lo que es necesario que las actividades que se les propongan estén
convenientemente dirigidas hacia los conceptos, propiedades, etc. que de-
ben estudiar. El trabajo que vayan a hacer estara seleccionado de tal
forma que los conceptos y estructuras caracteristicos se les presenten de
forma progresiva.

JFfase: Explicitacion. Una de las finalidades principales de la tercera
fase es hacer que los estudiantes intercambien sus experiencias, que co-
menten las regularidades que han observado, que expliquen cémo han
resuelto las actividades, todo ello dentro de un contexto de didogo en el
grupo. Es interesante que surjan puntos de vista divergentes, ya que €l
intento de cada estudiante por justificar su opinién hara gue tenga que
analizar con cuidado sus ideas (0 las de su compariero), que ordenarlas 'y
que expresarlas con claridad. Este didogo hace que sea en € transcurso
de estafase cuando se forma parcialmente la nuevared de relaciones.

Esta fase tiene también la mision de conseguir que los estudiantes
terminen de aprender el nuevo vocabulario, correspondiente al nuevo ni-
vel de razonamiento que estdn empezando a alcanzar. En algunos casos,
especialmente con nifios de E.G.B., no es conveniente, desde e punto de
vista didactico, introducir al mismo tiempo nuevos conceptos, NUeVo Vo-
cabulario y nuevos simbolos. Una técnica utilizada por los maestros para
reducir este problema consiste en permitir que, a principio, los nifios
denominen las nuevas figuras o propiedades a su gusto, hasta que hayan
adquirido un dominio suficiente de las mismas. En esta fase se tendré que
hacer el paso del vocabulario de los nifios a usual.

Por lo tanto, la fase 3 no es una fase de aprendizaje de cosas nuevas,
sino de revisiéon del trabajo hecho antes, de puesta a punto de conclusio-
nesy de préacticay perfeccionamiento en laforma de expresarse.

42 fase: Orientacion libre. Ahora los alumnos deberan aplicar los
conocimientos y lengugje que acaban de adquirir a otras investigaciones
diferentes de las anteriores. EIl campo de estudio ya es en gran parte
conocido por los alumnos, pero éstos todavia deben perfeccionar su cono-
cimiento del mismo. Esto se consigue mediante el planteamiento por el
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profesor de problemas que, preferiblemente, puedan desarrollarse de di-
versas formas o que puedan llevar a diferentes soluciones. En estos pro-
blemas se colocaran indicios que muestren el camino a seguir, pero de
forma que €l estudiante tenga que combinarlos adecuadamente, aplicando
los conocimientos y la forma de razonar que ha adquirido en las fases
anteriores.

Queremos remarcar que €l nucleo de esta fase estéd formado por activi-
dades de utilizacion y combinacion de |os nuevos conceptos, propiedades
y forma de razonamiento. Los problemas que hay que plantear en la fase
4 no tienen nada que ver con los gercicios de “aplicacion”, tan frecuentes
en nuestros libros de texto de E.G.B. y Ensefianza Media, para cuya
solucion solo hace faltarecordar algin hecho concreto y utilizarlo directa-
mente; por e contrario, algunos de los problemas de esta fase deben
presentar situaciones nuevas, ser abiertos, con varios caminos de resolu-
cion. Este tipo de actividad es la que permitird completar la red de rela
ciones gque se empezo a formar en las fases anteriores, dando lugar a que
se establezcan | as relaciones mas complejas y més importantes.

53fase: Integracion. A lo largo de las fases anteriores, los estudiantes
han adquirido nuevos conocimientos y habilidades, pero todavia deben
adquirir una vision general de los contenidos y métodos gue tienen a su
disposicion, relacionando los nuevos conocimientos con otros campos
gue hayan estudiado anteriormente; se trata de condensar en un todo el
dominio que ha explorado su pensamiento. En estafase €l profesor puede
fomentar este trabajo proporcionando comprensiones globales, pero es
importante que estas comprensiones no le aporten ningln concepto o
propiedad nuevos al estudiante: Solamente deben ser una acumulacién,
comparacion y combinacion de cosas que ya conoce.

Completada esta fase, 1os alumnos tendrén a su disposicién una nueva
red de relaciones mentales, mas amplia que la anterior y que la sustituye,
y habran adquirido un nuevo nivel de razonamiento.

* k * * %

Hay algunas caracteristicas de las fases de aprendizaje de Van Hiele
gue merece la pena que sean puestas de relieve, pues tienen importancia
parala organizacion de la docencia basada en este model o.

A) En primer lugar, es conveniente reflexionar un momento sobre las
diferencias entre unas fases y otras. Un elemento diferenciador destacado
son los tipos de problemas que se deben plantear en cada fase (Van Hiele
[1986], p. 201):

1) En la fase de informacion, los problemas que se planteen tienen
como finalidad revelar a los estudiantes cudl sera el area de la geometria
gue van a estudiar; su mision principal no es la de ser resueltos, pues unas
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veces seran muy simples y otras los estudiantes careceran de los conoci-
mientos necesarios parallegar ala solucion.

Si tomamos como egemplo e estudio general del producto de
simetrias?0, se puede empezar proporcionando a los estudiantes pares de
espe os para que observen |o que ocurre cuando se producen reflgjos mul-
tiples, en particular cuando los espejos se colocan como las hojas de un
libro abierto.

2) En la fase 2, de orientacion dirigida, los problemas sirven para
delimitar los elementos principal es (conceptos, propiedades, definiciones,
...) que los aumnos deben estudiar y sobre los que deben aprender a
razonar. Por |o tanto, los problemas deben plantear situaciones en cuya
resolucién deba aparecer alguno de dichos elementos.

Siguiendo con e gemplo anterior, hay una clase de problemas muy
utilizada que consiste en la realizacion de simetrias mediante plegado y
calcado, haciendo dos pliegues consecutivos, de manera que los ges for-
men un determinado angulo y comparando las posiciones inicial y final
delafiguracalcada (figura 17). Esta actividad tiene como objetivo directo
el descubrimiento del giro resultante de la composicion de dos simetrias
Cuyos gjes se cortan, por lo que corresponde a la segunda fase.

| / :
] 7

Figura17.

3) En lafase de orientacion libre (fase 4), los problemas no deben ser
rutinarios, deben ser més complejos que en la fase anterior y deben obli-
gar alos estudiantes a combinar sus conocimientos y a aplicarlos en si-
tuaciones diferentes de las que sirvieron para el aprendizaje inicial. Aqui
pueden volver a plantearse los problemas que en la fase 1 eran irresolu-
bles.

En nuestro gjemplo, otro tipo de problemas bastante frecuente en el
estudio de las simetrias consiste en doblar una hoja de papel una 0 mas
veces, hacer un corte con lastijerasy adivinar qué se vera cuando se des-
pliegue la hoja (figura 18). Esta actividad presenta una amplia gama de
variantes (numero de pliegues, posiciones de los mismos, formas y posi-
ciones de los cortes, ...) que hacen gue los estudiantes deban utilizar el
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concepto de simetn'a'y las propiedades relacionadas con e producto de
simetrias de forma diferente a como lo habian hecho antes; por g emplo,
estas actividades les plantean a los estudiantes €l problema del producto
de més de dos simetrias. Esta actividad es tipica de la cuarta fase de

aprendizaje.
Da-d-E

Figura 18.

4) Por ultimo, los problemas gque se planteen en la fase de integracion
(fase 5) tendran como finalidad favorecer dicha integracion o comprobar
s los estudiantes ya la han conseguido. Para ello deben plantear situacio-
nes amplias, en las que no haya un predominio de ninguna de las partes
gue se acaban de integrar, sino que intervengan varias de ellas.

Volvamos a gemplo que hemos usado antes. Al realizar €l estudio de
las composiciones de isometn'as, una mision de la fase de integracion es
proporcionar una vision global sobre el conjunto de las isometrias del
plano y sus interrelaciones. Para este fin, una actividad interesante y ame-

na es e andlisis de los mosaicos dibujados por M.C. Escher?l, en los
cuales aparecen las diferentes combinaciones de isometrias que generan
|os mosai cos planos.

B) También se debe reflexionar sobre el proceso completo de desarro-
Ilo de la capacidad de razonamiento, ahora que conocemos sus dos com-
ponentes, los niveles de razonamiento y las fases de aprendizgje. Y a he-
mos dicho que las fases de aprendizaje representan unas directrices que el
modelo de Van Hiele propone alos profesores para ayudar a sus alumnos
amejorar su capacidad de razonamiento. Una cuestion importante para un
profesor que va a empezar €l curso puede ser: ¢Hasta dénde podran pro-
gresar mis alumnos durante las semanas que voy a dedicar ala geometria?
Hay algunas consideraciones que pueden ayudarle a responder a la pre-
gunta:

e En genera, e proceso de desarrollo del razonamiento no puede
enmarcarse en los limites de un curso escolar. La adquisicion de los
niveles superiores, en particular del 3 y e 4, suele ser un proceso de
varios anos, por o que no es de extraiar que a terminar e curso los
estudiantes sigan estando en el mismo nivel que a principio, s bien
estardn mas cerca de poder lograr €l nivel superior.
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Un gemplo de esto nos lo proporciona la propia Dina Van Hiele. En
su tesis doctoral (traducida al inglés en Fuys, Geddes, Tischler [1984]),
Dina Van Hiele describe un curso de un afio de la asignatura de geometria
de primero de Ensefianza Media (12-13 afios)?2, disefiado de acuerdo con
el modelo de razonamiento. Sus estudiantes consiguen en pocas semanas
superar € nivel 1y llegar a nivel 2, pero a final del curso no han logrado
alcanzar € nivel 3.

» También puede ocurrir que a lo largo del curso los estudiantes
alcancen un nivel, por lo que €l profesor debera empezar € trabajo que
conduce al nivel siguiente. En este sentido, hay que tener en cuenta que
los niveles no plantean rupturas en el proceso de aprendizaje, por |o que
una vez completado e trabgjo de la Ultima fase de un nivel, se debe
iniciar €l trabajo de la primera fase del nivel siguiente. La figura 19 trata
de representar el proceso continuo que lleva desde los inicios del nivel 1
hasta la plena adquisicion del nivel 4; este proceso tiene varias
interrupciones marcadas por |0s cursos académicos, pero éstas no tienen
por gué coincidir con € final de un nivel o de unafase.

Por otra parte, como veremos claramente en los blogue de actividades
gue presentamos mas adelante, dentro de una programacion global que
incluya varios niveles se presentarda muy difusa la diferencia entre las
actividades de las fases 4 6 5 de un nive y las fases 1 6 2 del siguiente.
Por este motivo, en la practica no se producira ningun salto brusco
cuando se termine de trabajar en un nivel y se empiece en el siguiente.
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Nivel 4

Nivel 1

Comienzo del
aprendizaje

i “JFase 3

Figura 19. Las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele.

C) Un dltimo punto sobre &l que queremos reflexionar es e referente a
la meticulosidad con que se deben aplicar las directrices del modelo de
Van Hiele. Y acomentamos en su momento gque la secuenciade niveles es
inalterable, por o que no se debe pretender que una persona alcance un
nivel de razonamiento mientras no haya adquirido suficiente destreza en
los anteriores niveles. ¢Ocurre [o mismo con las fases de aprendizaje?
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En primer lugar, queremos dejar clara nuestra opinion de que no se
debe intentar seguir las pautas de ninguna teona psi co-pedagogi co-didac-
tico-educativa al pie de la letra, pues nos movemos en un terreno (la
educacion matemética) en el que el elemento principal, nuestros alumnos,
es enormemente diverso y, por lo tanto, es necesario que los profesores
estemos libres para hacer modificaciones de acuerdo con la situacion
concreta del momento. jCuantas veces nos hemos encontrado |os profeso-
res con que un tema gue ha funcionado muy bien un afio funciona mal al
ano siguiente!

En lo referente a las fases de aprendizaje, las fases 2 (orientacion
dirigida), 3 (explicitacion) y 4 (orientacion libre) son fundamentales para
conseguir un buen aprendizaje de los contenidos y un buen desarrollo de
la capacidad de razonamiento, por lo que no debe ser obviada ninguna de
ellas ni deben desordenarse. No obstante, la fase 3 no debe entenderse
como un periodo concreto de tiempo entre las fases 2 y 4 dedicado exclu-
sivamente a didlogo, sino que hay que entenderla mas como una actitud
por parte del profesor, continua durante todo el tiempo, de incitar a los
estudiantes a que dialoguen y que expliguen sus descubrimientos, formas
de trabajo, dudas, fallos, opiniones, etc. Asi, esta fase se extendera tam-
bién alos resultados de | as actividades que se realicen durante las fases 1,
2,4y5.

La fase 1 tiene como objetivo permitir que el profesor presente a sus
alumnos el nuevo tema de trabajo y que averigue los conocimientos y el
nivel de razonamiento de sus alumnos. Por lo tanto, en determinadas
ocasiones, cuando tanto profesor como alumnos tienen ya la informacion
adecuada, esta fase no sera necesaria. Esto suele ocurrir cuando tiene
lugar durante un curso la adquisicion de un nivel y el comienzo del
trabajo sobre el nivel siguiente, por lo que €l trabajo de lasfases4 6 5 se
continda con el delafase 2 del nivel siguiente.

El objetivo de la fase 5 es globalizar y unificar los conocimientos o
habilidades adquiridos por los estudiantes en varios momentos. También
esta fase puede eliminarse en determinados casos, por gemplo en los
niveles inferiores de razonamiento o cuando el tema de trabajo es nuevo y
muy desligado de los otros temas que conocen los alumnos; en otras
ocasiones, las propias actividades de la fase 4 serviran para ofrecer esa
vision global, si esas actividades obligan atrabajar en contextos amplios.

En resumen: Las fases de aprendizaje deben reflgjarse en un estilo de
ensefianza de la geometria (y de las matematicas en genera) y de organi-
zacion de la docencia. Las fases 2 y 4 marcan la secuenciacion de las
actividades para e aprendizaje de un temay la adquisicion de un nivel de
razonamiento. La fase 3 debe cubrir toda la actividad en la que interven-
gan los estudiantes. Lasfases 1y S son también importantesy no hay que
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ignorarlas, aunque tampoco es perjudicial eliminarlas si en un momento
dado se ve que son innecesarias.

NOTAS

15. Otra cuestion es la eficacia del método. En cuaquier caso, hasta la peor
ensefianza inductiva prolongada durante varios cursos en EGB, permitira que los nifios
alcancen €l nivel 2 de razonamiento.

16. Aqui Van Hiele da a la palabra “maduracion” e sentido de “sazonamiento”,
como le ocurre alafruta

17. La otra diferencia béasica es la importancia que cada uno le da al lenguagje. Es
sabido que para Piaget e lenguaje no es una parte importante de los procesos de
aprendizaje, mientras que para Van Hiele, como hemos visto, es imprescindible e uso
de un lengugj e adecuado.

18. Citado en Copeland, R. W. [1974]. How children learn mathematics. Teaching
implications of Piaget’sresearch (Macmillan: N. Y ork).

19. Recordemos que €l uso de materiales es necesario incluso en €l nivel 3; en las
primeras fases para acanzar el cuarto nivel es cuando los estudiantes empezarén a
trabajar de forma completamente abstracta.

20. Este estudio deberia iniciarse a comenzar la adquisicion del nivel 3,
completandose el estudio de los aspectos algebraicos al llegar a nivel 4.

21. Entre las diversas publicaciones sobre la obra gréfica de M.C. Escher, Mac
Gillavry [1976] hace un estudio matematico de la misma. Actividades del tipo que
proponemos aqui se pueden ver en Gutiérrez, Jaime [1982].

22. El curriculum holandés de Ensefianza Primaria de esa época no incluia geometria
y en € primer curso de Enseflanza Media habia una asignatura especifica de geometria.
Por este motivo, los estudiantes llegaban a este curso con unos conocimientos muy
reducidos de geometria. Algo parecido ocurre en €l actual curriculum de EE.UU.
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9.- Una aplicacion del modelo de Van Hiele: Estudio de relaciones
angulares de los poligonos.

Como indicamos con anterioridad, en esta seccion vamos a presentar
una secuencia de actividades organizada segun los niveles de Van Hiele,
gue corresponde a un médulo de ensefianza perteneciente al proyecto de
investigacion llevado a cabo por D. Fuys, D. Geddes y R. Tischler; la
hemos incluido en este texto por dos razones principalmente:

Por una parte, dicha investigacion es una de las més importantes entre
las relacionadas con el modelo de Van Hiele. Ademés, e modulo que
vamos a ver se basa, en gran parte, en la experiencias realizadas por Dina
Van Hiele, estas experiencias, descritas y analizadas en la tesis doctoral
de su autora (contenida en Fuys, Geddes, Tischler [1984]), constituyen
uno de los pilares en los que se basd inicialmente el modelo que nos
ocupa.

Y por otra parte esta la ventagja que supone, para un profesor interesa-
do en elaborar secuencias de ensefianza basadas en e modelo de Van
Hiele, disponer de diversos gjemplos de aplicacion del modelo.

D. Fuys y sus colaboradores elaboraron tres médulos de ensefianza
para poder investigar sobre los niveles de razonamiento, los procesos
cognitivos (inductivos o deductivos) y las dificultades de aprendizaje de
los alumnos; nosotros nos centraremos en el segundo modulo (por ser el
basado en el trabajo de DinaVan Hiele). Ladescripcion (resumida) de las
actividades y la de las actuaciones de los alumnos las hemos extraido de
la memoria del proyecto de investigacion (Fuys, Geddes, Tischler
[1985]); como nuestro objetivo es presentar la estructuracion del modulo
siguiendo los distintos niveles y fases, hemos incorporado algunas peque-
flas modificaciones en las actividades y diversos comentarios.

El médulo de aprendizaje que vamos a describir esta constituido por
siete actividades. No se trata de actividades individuales, sino de bloques
de gercicios cortos ligados por algin elemento comun. También quere-
mos sefialar que, para la correcta utilizacion de este médulo de ensefianza
en una clase, es imprescindible aumentar el nimero de gercicios de cada
actividad, pues normalmente a los nifios no les bastara con efectuar un
solo gjercicio, sino que deberan hacer varios parecidos para comprender
mejor |os conceptos y propiedades que estan estudiando.

Para la presentacion de los diversos niveles y fases por los que trans-
curre el médulo es necesario realizar una descripcion de éste, lo cual
hacemos de manera resumida seguidamente. Después daremos la asigna-
cion de niveles que se desprende de la secuencia para pasar finalmente a
comentar algunas actuaciones de los alumnos.

* k * % %
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Descripcion de las actividades

Actividad 1 (Medida de angulos). Esta disefiada para averiguar €l
conocimiento previo (tanto comprensivo como memoristico) de los alum-
nos sobre los principales elementos que se usaran a lo largo del médulo:
Angulos, su medida y la suma de los angulos de un triangulo.

a) Se muestran pares de angulos con diversas amplitudes y con lados
de varias longitudes y se pregunta a los estudiantes: “¢Cua estd mas
abierto? ... ¢Cud es mayor?’. Los alumnos pueden superponer los angu-
lossi quieren.

b) Se pide a los estudiantes que reconozcan y gue construyan angulos
rectos.

c) Se les pide que comparen visualmente angulos, que estimen ampli-
tudes y que midan angulos con transportador.

d) Se les pide que midan angulos adyacentes y que “estimen” la
amplitud del angulo exterior (suma).

€) Se les pide que determinen un angulo de un tridngulo conocidos los
otros dos (figura 33). Si resuelven esta cuestion, el profesor preguntaalos
estudiantes sobre el valor de la suma de los angulos de un triangulo.

50° 50°

Figura 33.

Los alumnos gque tienen dificultades en esta actividad realizan una
“unidad de ensefianza’ antes de pasar a las actividades siguientes. En ella
trabajan sobre la idea de angulos congruentes y después realizan varias
mediciones de angulos, primero con medidas no estandar (sectores de 15°
hechos de cartulina) y después con la unidad estéandar.
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Actividad 2 (Cubrimientos y mallas). Se introducen los cubrimientos
y las mallas, que seran utilizadas posteriormente como estructuras visua-
les globales en las que aparecen € paralelismo y la congruencia de
angulos. Se trabaja con redes triangulares, rectangulares y de

paralelogramos 33,

a) A partir de referencias a los pavimentos del suelo, se pide a los
estudiantes que imaginen y dibujen pavimentos formados por baldosas
cuadradas y de otros tipos que ellos recuerden. Finamente, selesllevaa
considerar lamalla de rectangulos y a su construccion mediante dos fami-
lias de rectas paralelas.

b) E1 profesor proporciona a los alumnos fichas recortadas de diver-
sas formas (paralelogramos, triangulos rectangulos y acutangulos) y les
pide que construyan mosaicos con ellasy que dibujen las mallas, relacio-
nando las mallas triangulares con las cuadrangulares. Después les pide
que identifiquen en las mallas lineas paralelas, angulos congruentes y
diversas figuras.

c) Se pide a los estudiantes que hagan un resumen de los principales
resultados que han descubierto.

Actividad 3 (Sierrasy escaleras). La actividad se centra en la identifi-
cacion y descripcion de “sierras’ y “ escaleras’ 34 Una sierra es una
linea poligonal formada por dos familias de segmentos paralelos entre si;
una escalera es una estructura formada por un recta y una familia de
segmentos con origen en la recta, situados todos al mismo lado de la
recta, paraelos entre si (figura 34).

a) Se pide a los estudiantes que identifiquen ciertas estructuras (entre
las que hay sierrasy escaleras) en una malla triangular, ayudandose, si es
necesario, mediante la colocacion sobre la malla de hojas de acetato con
esas estructuras dibujadas en ellos.

b) El profesor les muestra objetos con formas similares a las sierras o
las escaleras; también les presenta laminas con gemplos y no-gjemplos
deserrasy de escaleras (figura 34).
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Figura34. Sierrasy escaleras.

El profesor muestra como al poner una varilla en € “lado” de una
escalera 'y dedlizar |a otra apoyandose en la primera, la que se dedliza se
va colocando sobre todos los escalones (figura 35). Por dltimo, se pide a
los estudiantes que describan ambas estructuras.

Figura 35. Comprobacion del paralelismo en una escalera.
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c) El profesor da a los estudiantes una hoja con una malla triangular
en la que hay dibujadas partes de sierras y escaleras. Los estudiantes
deben identificar la estructura a que corresponde cada fragmento y

compl etarla3S.

Actividad 4 (Coloreado de angulos). Esta actividad empieza estudian-
do las propiedades de escaleras y sierras referentes a congruencia de
angulos y paralelismo, asi como la relacion entre estas propiedades; €l
objetivo final de 4-c es estudiar dosimplicacionesinversasA—ByB—>
A y su diferenciacion. En la dltima parte de la actividad se aplican los
resultados anteriores para llegar a justificar la igualdad de los angu-
los de los paral el ogramos.

a) Los estudiantes deben colorear los angulos congruentes en las
sierras 'y escaleras de una red triangular para que, a observar los resulta-
dos, enuncien la propiedad descubierta.

b) El profesor promueve un didogo entre los estudiantes sobre qué
otras propiedades tienen las sierras y las escaleras. Si éstos no descubren
el paralelismo, €l profesor les guia hacia esa propiedad.

c) El profesor ensefia a los alumnos a dibujar sierras utilizando cada
una de sus caracteristicas: Primero dibuja varias lineas paralelas y traza
una transversal (figura 36) y pregunta: “... ¢Qué crees que cumplen los
angulos? ... ¢Cémo llamarias o que he dibujado?’

Figura 36.

Después, dibuja con una plantilla varios &ngulos congruentes apoya-
dos sobre una recta (figura 37) y pregunta: “... ¢Qué podrias decir acerca
de estas lineas? ... ¢Coémo llamarias alo que he dibujado?’
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Figura 37.

Por ultimo, el profesor hace algunas preguntas de resumen: “Has visto
gue hay dos formas de construir escaleras. Si dibujo una solo trazando
paraleas, ¢crees que sus angulos serén siempre iguales? Y si construyo
otra escalera sdlo dibujando angulos iguales, ¢crees que sus escalones
serén siempre paralelos?’ Se realiza un proceso similar con las sierras.

Si los dumnos son capaces de reconocer la presencia de implicacio-
nes, se establecerd un didlogo sobre la distincidn entre una implicacion y
su inversass,

d) El profesor presenta a los estudiantes una malla de paral el ogramos,
con varios pares de angulos congruentes marcados (figura 38) y les pide
gue justifiguen (informalmente) dichas congruencias. Si es necesario, a
principio e profesor les dirige para que vean que pueden justificarla
mediante encadenamientos de sierras y escaleras y usando la transitividad
de la congruencia. Por ultimo, el profesor les pide que justifiquen que los
angul os opuestos de un paralelogramo son congruentes.
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Figura 38.

Actividad 5 (Desarrollo de propiedades a partir de mallas). Su objeti-
VO es deducir y demostrar cuanto vale la suma de los angulos de los
tridngulosy de los cuadrilateros.

a) Se da a los alumnos una malla triangular escalena, uno de cuyos
triangulos tiene los angulos coloreados con tres colores diferentes; los
estudiantes deben pintar del mismo color todos los angulos congruentes
de lamalla, justificando su eleccion de colores. El profesor hace pregun-
tas para dirigir la atencion de sus alumnos hacia un grupo de 6 angulos
gue tienen su vértice comun: “ ¢Qué angulos hay alrededor de ese punto?’
... “¢A qué angulos del tridngulo original corresponden?’ ... “¢Qué pue-
des decir sobre los tres angulos del tridngulo que estén aqui juntos?’

b) Se pide a los estudiantes que verifiquen ese resultado en otra malla
y se les pregunta si creen que se cumplira siempre. Si resuelven los
gjercicios anteriores, € profesor les pedira que justifiquen la propiedad a
partir de sierras y escaleras. Finalmente deberan aplicarla para calcular el
angulo desconocido en un triangulo (el mismo de 1-€).

c) Para averiguar si los estudiantes pueden generalizar €l razonamien-
to anterior, se les plantea e problema equivalente sobre las mallas de
cuadrilateros que ya conocen (cuadrados, rectangulosy paralelogramos).
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d) El profesor plantea € problema de s la suma de los angulos en
cualquier cuadrilatero sera 360°. Para la verificacion, se utilizan copias
recortadas de un cuadrilétero irregular cuyos angulos estan marcados con
4 colores diferentes37 (figura 39).

Figura 39. Los angulos de un cuadril&tero suman 360°.

€) Si ninguin estudiante ha planteado la posibilidad de triangularizar €l
cuadrilatero trazando una diagonal para calcular la suma de sus angu-
los, €l profesor guiara alos estudiantes para descubrir este procedimiento.
Por ultimo, planteara la divisién del cuadrilatero en cuatro tridngulos
mediante las dos diagonales. En ambos casos, los estudiantes deberan
elaborar demostraciones apropiadas.

Actividad 6 (Arboles de implicaciones). Se aborda la elaboracién de
demostraciones l6gicas mas complejas, mediante el establecimiento de

jerarquias logicas entre los conceptos y propiedades obtenidos en las
actividades anteriores.
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a) El profesor introduce las ideas de antecedente |6gico y de “arbol de
implicaciones’38 mediante gemplos de aritmética (figura 40), asi como
la flecha como simbolo para esas conexiones.

Figura 40. Un arbol de implicaciones en aritmética.

b) El profesor muestra a los alumnos fichas en las que aparecen los
conceptos y propiedades estudiados hasta el momento: Escalera, sierra,
“un angulo Ilano mide 180°”, “los angulos opuestos de un paralelogramo
son iguales’, etc. Les pide que busguen antecedentes entre las fichas.
justificando sus elecciones. Si no saben empezar, €l profesor les ayuda
colocando una flecha desde “la suma de los angulos de un triangulo es
180°” hasta “la suma de los &ngulos de un cuadrilatero es 360°”.
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c) El profesor pide a los alumnos que calculen la suma de los angulos
de un pentédgono. Si necesitan alguna indicacion, se les proporcionan
varillas para que subdividan € pentdgono (en tres triangulos o en un
triangulo y un cuadrilatero). Una vez obtenida la suma, deberan relacionar
mediante flechas ese resultado con las fichas de los tridangulos o |os cua-
drilateros y construir €l arbol de implicaciones correspondiente. Si es
necesario, el profesor sugerirala conveniencia de unir los dos métodos de
descomposicion del pentagono en un solo arbol (figura4l).

La suma de tos dngulos
de un tridngulo es 1802

La suma de 10s dngulos

,,: i E .“""‘\.* de un cuadrilitero es 360°

La sumna de 105 dngulos
de un pentaganc es 540°

..
B AT

Figura4 1.
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d) A los dumnos que han resuelto bien € gercicio ¢) se les pide que
piensen otros resultados que se puedan afiadir, como consecuencia de los
anteriores, a final delos arboles.

e) El profesor pide a los estudiantes que busquen los antecedentes de
la suma de los angulos de un tridngulo y de la igualdad de los angulos
opuestos en un paralelogramo.

Actividad 7 (Angulo exterior de un tridngulo). El objetivo es deducir y
demostrar, sin indicaciones previas o con el minimo posible de ellas, que
el valor del angulo exterior de un triangulo es la suma de los dos
interiores no adyacentes a él.

a) A partir de la medicion de angulos en dos casos concretos, |os
alumnos deben descubrir €l resultado (dirigiéndoles si ello es necesario).

b) S los estudiantes no saben demostrar la propiedad por si mismos,
el profesor les sugiere la utilizacion de escalerasy sierras o traza la linea
punteada de la figura 42. Después les pregunta si es cierta la propiedad
para un tridngulo con el angulo exterior en diferente posicion y les pide
gue justifiquen su respuesta.

Figura42.

c) El profesor pide a los estudiantes que coloquen una ficha con esta
propiedad en € érbol de relaciones de la actividad 6.

* %k * % %
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Asignacion de nivelesy fases alo largo del modulo

Una vez planteadas las 7 actividades del médulo de ensefianza de
Fuys, Geddes, Tischler [1985], es interesante analizarlas desde € punto
de vista del tipo de razonamiento que promueven. Como consecuencia,
serd posible hacer una clasificacion de las actividades por niveles razona-
miento y fases de aprendizaje. Dicha clasificacion la hemos realizado los
autores de este capitulo, pero ignoramos si nuestra interpretacion coincide
con la de los autores de las actividades, pues éstos han explicitado poco
en tal sentido en lamemoriadel proyecto de investigacion.

Fase 1l Fase 2 Fase 3 Fase 4
Nivel 1 | 1-u. dee., 2-a| 2-a, 2-b 2-Cc 3-a 3-c
Nivel 2 | 3-b, 3-c 4-a, 4-b 4-3, 4-b 4-c
Nivel 3 | 4-c, 5-a, 6-a | 4-d, 5-a, 5-b, | 5-a, 5-b, 5-¢c | 5-d, 5-¢, 6-C,
5-c, 6-b, 6-e 6-d, 7
Nivel 4

Figura 43. Distribucion de las actividades del modulo de aprendizaje
por nivelesy fases.

Tal como indicabamos en la seccion 8, la asignacion de nivel y fase a
las distintas actividades debe juzgarse teniendo en cuenta el objetivo de la
actividad dentro del contexto de la unidad. Teniendo en cuenta esos facto-
res, nosotros proponemos una clasificacion (resumida en lafigura43) que
justificamos en los péarrafos siguientes.

El objetivo de la actividad 1 es servir como toma de contacto de los
alumnos con € tema de trabgjo y evaluar sus conocimientos sobre el
mismo, por lo que, realmente, no forma parte del modulo de ensefianza.
L os primeros gjercicios programados para ayudar a progreso de los estu-
diantes se encuentran en la “unidad de ensefianza’, que corresponden ala
12 fase del nivel 1 porque se redliza la introduccién y manejo de los
elementos basicos (angulos 'y su medida) a nivel visual.

Con la actividad 2 empieza €l proceso de proporcionar a los estudian-
tes experiencias gque les permitan alcanzar el nivel 2 de razonamiento. En
ella se trabgja con diversas estructuras, poniendo de manifiesto relaciones
de paralelismo en las distintas mallas, pero desde el punto de vista de su
estructura global, por lo que estaen €l nivel 1.
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El comienzo de la actividad (2-a) es la toma de contacto con las
mallas, que se realiza mediante referencia a los pavimentos de |os suelos,
por lo que corresponde ala fase 1. El dibujo, la construccion y el andlisis
de mallas (2-ay 2-b) estan dirigidos a encontrar unas relaciones que mas
adelante seran los conceptos centrales sobre los que se trabajard, por lo
gue estos gjercicios corresponden alafase 2. Por ultimo, la parte 2-c entra
claramente en la fase 3, ad pedir a los aumnos que resuman los
resultados.

En laactividad 3 se encuentrala transicion entre los niveles de razona-
miento 1y 2: Las partes de esta actividad en las que se trabaja con mallas
(3-ay 3-c) se encuadran en la fase 4 del nivel 1; por otra parte, los
gjercicios de 3-b y 3-c corresponden a la introduccion de las sierras y
escaleras, unos nuevos elementos gue se van a utilizar en adelante, por lo
gue estos gjercicios se encuentran yaen lafase | del nivel 2.

Si las actividades 1 a 3 se realizan de forma adecuada, dando tiempo
suficiente a los estudiantes para reflexionar y proporcionandoles la canti-
dad adecuada de gjercicios de cada tipo, cuando las hayan terminado los
estudiantes habran acanzado el nivel 2 de razonamiento en este tema.
Con la actividad 4 se completa un recorrido por las fases del nivel 2 que
debe guiar alos estudiantes hasta el nivel 3.

Aungue los alumnos de nivel 1 pueden resolver 4-ay 4-b basandose en
gjemplos concretos, €l objetivo central de la actividad 4 es e descubri-
miento de propiedades (paralelismo de lineas e igualdad de angulos) en
escalerasy sierras, por lo que corresponde al nivel 2 de razonamiento. En
este contexto, 4-ay 4-b corresponden alasfases2y 3.

En la primera parte de 4-c se trabaja sobre la relacion entre las propie-
dades anteriores, iniciando el contacto de los estudiantes con las deduc-
ciones légicas (segmentos paralelos —> angulos iguales; angulos igua-
les —> segmentos paralelos); por lo tanto se trata de una serie de gjerci-
cios que corresponde a la fase 4 del nivel 2, culminada la cual los estu-
diantes estaran en condiciones de hacer deducciones légicas simples, es
decir que razonaran en e nivel 3.

La ultima parte de 4-c corresponde claramente al nivel 3, pues ya se
plantea la consciencia de la distincion entre dos implicaciones inversas,
puesto que se trata de un Unico gjemplo que sirve como toma de contacto
con este tema de trabajo, este didlogo representa lafase 1 del nivel 3. Sin
embargo, si los alumnos saben dirigir su atencion hacia la simetria de las
dos implicaciones inversas, estaran ya razonando en el nivel 3, pues ésta

es realmente una relacion |16gica®.

Las deducciones informales comienzan en los gercicios 4-d, que re-
presentan una progresion desde deducciones simples a otras mas largas,
en las que se necesita el encadenamiento de sierras y/o escaleras; nos
encontramos en lafase 2 del nivel 3.
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A partir de agui las demostraciones deductivas se encuentran presentes
en las restantes actividades del médulo, que estan dedicadas todas ellas a
facilitar laadquisicion del nivel 4.

En la actividad 5 €l objetivo central es la demostracion informal de
propiedades (nivel 3), si bien se intentan aproximaciones a los métodos
abstractos. La presentacion de demostraciones de tipo visual (coloreado
de éngulos) seguidas de otras mas abstractas en el caso de los cuadrilate-
ros, muestra las diferentes fases de aprendizaje del razonamiento formal.
Dentro de los métodos de triangularizacion de 5-e, la deduccion de que
cuando se usan dos diagonales hay que restar 360° a la suma de los an-
gulos de los cuatro tridngulos presenta una dificultad adicional; también
Se toma contacto en esta actividad con la posibilidad de demostrar una
propiedad de varias formas diferentes. Todo ello corresponde a un fase
avanzada del nivel 3, proximayaal razonamiento abstracto del nivel 4.

Por lo tanto, los primeros gjercicios de 5-a representan la fase 1 del
nivel 3; desde  final de 5-ahasta5-c representan lasfases2y 3; 5-dy 5
e corresponden alafase 4, ya que requieren la utilizacion conjunta de los
métodos usados en | os gjercicios anteriores.

La actividad 6 se basa en € establecimiento de implicaciones |6gicas
entre propiedades y conceptos, por lo cua corresponde a nivel 3. Igual
gue en la actividad 5, se pueden reconocer las diversas partes de la activi-
dad correspondientes alafase | (6-a), lafase 2 (6-by 6-€) y lafase 4 (6-c
y 6-d); como en las otras actividades, |afase de explicitacion esta sempre
presente, aungue no se plantee expresamente en los enunciados de los
€jercicios.

Sus autores usan la actividad 7 como evauacion de los niveles de
razonamiento 2 y 3, pues la demostracion que hay que redizar exige la
aplicacion a una situacion nueva de propiedades obtenidas anteriormente.
Lo més probable es que los aumnos de nivel 3 busquen y utilicen en la
demostracion propiedades de escaleras y sierras y que sean capaces de
trabajar con angulos en general, mientras que los alumnos que se encuen-
tran en el nivel 2 se quedaran satisfechos con la comprobacion de algunos
casos concretos, tendiendo ademés a hablar y razonar sobre angulos con
posiciones o valores concretos. También puede ponerse de manifiesto en
esta actividad €l nivel 4 si se hace una demostracion algebraica, sin usar
figuras 40,

Desde la optica de su pertenencia a este modulo de aprendizaje, la
actividad 7 corresponde ala 42 fase del nivel 3.

* %k * % %
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NOTAS

33. Siempre que nos refiramos a “paralelogramos’, queremos decir paralelogramos
no rectangulos.

34. Estos son los nombres descriptivos utilizados con bastante frecuencia en varios
paises para estas estructuras y son los que emplean Fuys, Geddes, Tischler (1985).

35. Fuys, Geddes, Tischler (1985) incluyen los gercicios de 3-c en la actividad 4;
nosotros los hemos cambiado de actividad para que se vea de forma mas clara la
continuidad de lainstruccién.

36. En nuestra opinion, a 4-c le faltan algunos gercicios en los que se mangjen
implicaciones falsas, para completar la comprension por los alumnos de las implicacio-
nesy de ladistincién entre unaimplicacion y su inversa. Tanto laforma como €l conte-
nido de las cuestiones planteadas s6lo presentan parte de la problemética de las implica-
ciones, por otra parte, no permiten distinguir entre las respuestas que se deben a una
comprension del significado de laimplicacion y la simple asociacion de propiedades de-
bidaa contexto. Habria que presentar también casos como |os recogidos en los no-g em-
plos de la figura 34, aunque, posiblemente, este contexto no sea adecuado para este
estudio, pues en él sblo hay implicaciones“si y solo si”.

37. Al colorear los éngulos se proporciona a los estudiantes una pista muy
reveladora. Seria mejor plantear inicialmente e problema con los angulos sin colorear y
dar esa pista sdlo si es necesario. Ademés, la forma de plantear este gjercicio influye en
5-e

38. Esta es otra denominacion ideada por Dina Van Hiele que ha perdurado hasta la
actualidad. Latraduccion literal es“arbol de familia’.

39. Aqui los autores de este modulo han dado un salto con la intencion de detectar
estudiantes que estén en €l nivel 3 pues, como indican en Fuys, Geddes, Tischler (1985),
p. 40, si los estudiantes no responden positivamente de forma espontanea, abandonan €l
gjercicio.

40. Aunque, en este caso, |o mas probable es que € alumno seimagine lafigura.



